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§ 1 : Inleidende Opmerkingen over Intuitionistische Wiskunde.
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1.1. Het uitgangspunt ven de intultionistische wiskunde wordt
gevonden in de mogelijk.eid de nabtuurlijke getallen

1, 2, 3, &, ...

in onze geest op Te bouwen door uit te gaan van een eenheid,
daar een eenheid bij te voegen en dlt proces willekeurig vaak
te herhalen [Brouwer, 1907]F) .

Onder een natuurlijk getal verstaat de intuitionist dus
een entiteit, welke op deze wijuze opgebouwd is. Dit is geen
definitie van het type: ‘“ecn vriemgetal is een natuwrlijk getal,
dat slechts door de eenheid er zichzelf deelbaar is", maar
eerder een van het type: ‘'dingen noemen we rood, indien zij
er z6 en zé (hier wordt naar bepsalde rode dingen gewezen)
uitzien.

l.2. In de klassieke wiskunde beschcuwt men soms natuurlijke
getallen, welke niet onder duze definitie vallen. Yen voor-
beeld hiervan is op de volgende wijze te consbrueren:

Bz zijn een pgroo®t aantal priemgetaltweelingen (d.w.z.
priemgetal parcn met verschil 2) bekend, bijv.: 3,5; 5,7 11,13;
17,19; ..... Het is een onopgelost probleem P of er oneindig
veel priemgetaltoweelingen zijn.

Klassiek is het dus niet zeker, dat de definitie:

'n = [het grootste priemgebal, waarvoor n+2 ook priem isg”
D eon natuurlij: getal Dbepaalt, maar wel zegt men, cat dit
zeker het geval ig 7oor de gewijzigde deTinitie:
" n' = [het grootste priemgetal, waarvoor n+2 ook priem is,
indien er masar eindig veel priemgetaltweelingen bestaan,
1, indien dit niet het geval is%”. )

o

1.3, Dit getel n' is echter niet uit eenheden op te bouwen,
zolang het probleem P nielt opgelost is. Na de eerste eenheid
is het namelijk onvekend, of we hier nog cen tweede asnr moeten
toevoegen of nietb. -

Als we dus zo neuwkeurig willen kijken, als de intuitio-
nist dost, mocten we oncerccheid maken tussen ~‘behoorlijk
volgens de definitic opgebouwds’ natuurlijke getallen (deze
zijn de belanprijishe en dcorom reserveren we de naam ‘natuur-
lijke getallen™ hiewxvoom) en getellen als het getal n'. Ook
deze laatste zijv in de ivtuitionistiscne w1$gunde onder te
brengen, maar op cci plaate, waar zij dnidelijk van de behoor-
lijke nasuurl’;jie getallen te onderscheiden zigjn.

»

1
.
U

1.4, Om 37 staat Yo 2ijn het pegsl ni vit eenhedeg cn te bou-
wen, was ket nodig h:t problecw ¥ op te lossen. ue moe sten
in staab zijn wit te maken, wat wwasr was; ' ]

3f: er bestnen oneindig v:el nriemgetaltweelingen,

3f: er bestoan c.echts eindig veel priemgstaltweelingen,
en we waren daortoe niet 1o steau. o » L.

" De klassicle logicacegel (het pruircipium tertil e§c;u31),
dat iedere ultsp-eak waar of niel waar ig, hiclp ons nietd,
omdat het woord ‘ofi hier in een betekenis gebruikh wordt,
welke niet gerandeert, dat eern beslissing door esn eindige
berekening tussen de Lwee allernatigren wogelijk is.

Het DL1I;jkt cus, det in de irtultlonlstlscbe w1sku§de
een voegwoord ‘of ven belaong is, dat so gebruikd rordt, dat
"4 of BT betekent: ik bea in staas door een eindige bere-
kening é¢én van de iwoe uitapralien A en B ullt te kiezen, en
van deze ultsuwrasy de waarheid aan te tonen”.

*[gchrijversnaam, jaesbal ]’ wemwljst naar de vollediger
citaten in de litteratuuriijsv in § 15.



Dit sluit niet uit, evenmin als dit bij het zwalkke “of” uit
de klassieke wiskunde het geval is, dat ook de andere niet
uitgekozen uitsprask waar kan zi jn.

1.5. Omdat er nu uvitspraken P bestaan, waarvoor geen construc-
tieve berekening bekend is om tussen P en niet-P te beslissen,
is het duidelijk, dat voor dit sterke !of" (en dit is weer

het belangri jkste “of, dat in de intultionistische wiskunde
gebruikt wordt) het principium tertii exclusi niet steeds
geldt [Brouwer, 1908 ].

1.6, Daarnaast is ook in de intuitionistische wiskunde een
zwak ‘‘of’ te beschouwen, dat geen beslisbaarheid tussen de
alternatieven inhoudt. Dit zwakke "of ' is echter evenals in
de klassieke logica door middel van ‘‘en” en 'niet’ te defini-
eren (zie § 2.3). Daarom is voor dit “of*, waarvoor het
principium tertii exclusi ook intultiopistisch wel geldt,
geen bijzonder woord of teken nodig [Godel, 1932].

1.7. Ondat de intuitionist zich ten doel stelt, wiskunde te
beocefenen door het opbouwen van wiskundige systemen in de
eigen geest, wordt hij er toe gebracht, de vraag belangrijk

te vinden, of hij in staat is een bepaalde constructie inder-
daad uit te voeren, of niet. Hierdoor wordt hij gedwongen in
de wigkundige begrippen onderscheidingen aan te brengen, welke
door de klassieke wiskunde verwaarloosd worden (voorbeeld:
“pehoorlijk natuurlijk getal' tegenover ‘'getal als ni';

‘sterk of* tegenover ‘‘zwak of")., De wiskunde wordt hierdoor
soms gecompliceerder, maar steeds veel inhoudrijker.

1.8. Naast de intuitionistische opvatting over de wigkunde

zijn misschien andere opvattingen mogelijk. Om intuitionis-
tische wiskunde te beoefenen, is het niet noodzakelijk de
intuitionistische opvatting als de enig-houdbare te beschouwen.
Zij is echter zeker een belangrijke en voor de hand liggende
interpretatie van wat de naleve wiskundige eigenlijk wil doen,
en geeft aanleiding tot vele en interessante problemen.

1.9. Ben in de taal geformuleerde wiskundige stelling, is

voor de intuitionist een verslag over het opbouwen van zekere

wiskundige systemen in zijn seest. Hij hoopt, dat dit verslag

ultvoerig en precies genoeg zal blijken te zijn, om andere

wiskundigen in staat te stellen, analoge systemen in hun

%e§s§ op te bouwen [Brouwer, 1907, 1919, 1929, 1933, 1943, .
952 . .

1.10. De betekenis van het woord ‘niet” is daarom in de in-
tuitionistische wisgkundetaal (en ook in die der klassieke
mathesis) afwijkend van degene, die in de dagelijkse taal
domineert.

Betekent een zekere wiskundige uitspraak A namelijk,
dat een constructie C uitgevoerd is, dan zou de negaties hier-
van in de dagelijkse taal betekenen, dat de constructie C
niet uitgevoerd was.

Dat echter een zekere gelijkheid bijvoorbeeld niet
berekend is, omdat de wislkundige er nog geen tijd voor heef?d
gehad, is geen mededeling van wiskundig belang. Wel van
wiskundig belang is de mededeling, dat de aanname, dat deze
berekening uitgevoerd zou zijn, tot een contradictie, bij-
voorbeeld tot O = 1, zou leiden.

1,11. We reserveren daarom in de intuitionistische taal het
goord ‘niet'meestal voor deze betekenis en onderstrepen hetb
an.

Indien dus weer de uitspraak A betekent, dat de cone~
structie C uitgevoerd is, dan betekent niet i ¢ uit de aan-
name, dat de constructie C ultgevoerd zou zijn, is een con-
tradictie afgeleid.
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Soms echter, wanneer we alleen, eigenlijk buiten de
wiskunde, zeggen, dat eeén zeker probleem niet opgelost is,
gebruiken we het dagelijkse ‘'niet’.

1.12: Niettegenstaand: deze verschillen tussen intuitionis-
tische en klassieke wiskunde, komen beide uiterlijk weer vrij-
wel geheel overeen voor zoverre het de elementaire theorie
van het natuurlijke getal betreft. De gebtallen, waarvan de
klassieke wiskunde het bestaan beweert (som, product, enz.),
blijken in dit gebied namelijk steeds te construeren te zijn,
indien de gegeven uitgangsgetallen ‘‘behoorlijk” zijn. De
uitspraken, die de klassieke wiskunde doet (gelijkheden, on-
gelijkheden) blijken steeds beslisbaar te zijn.

De intuitionistische widtunde beperkt zich hier échter
steeds tot behoorlijke getallen en kan pas later een analoge
theorie voor getallen als n' opbouwen.

1.13: De constructie van de gehele getallen als paren van
natuurlijke getallen, en van de breuken als drietallen van
natuurlijke getallen, verloopt ook geheel parallel met de
klassieke theorie [Heyting, 1935-1939]. De eergte wezenlijke
divergenties treden op in de theorie van het reele getal.

§ 2 : Logische Voegtekens.

s ab  w r

2.1: Ter afkorting , en ook ter systematisering ven het
taalgebruik, zullen in de uiteenzetting van de intuitionis-
tische wiskunde zo nu en dan gehele uitspraken door hoofd-
letters aangegeven en voegwoorden door logische voegtekens
vervangen worden.

In deze paragraaf willen we de te gebruiken tekens op-
sommen en hun intuitieve beteckenis zo nauwkeurig mogelijk in
woorden omschrijven.

2.23

19) ~ 3 het gewone ‘en” uit de dagelijkse taal en uit
de klassieke wiskunde. .
A . B betekent: ""de door A en door B bedoelde
constructies zijn beide nitgevoerd."
een “als ..., dan ..., dat sterker is dan de
in de klassieke wiskunde gebruikte materiele
implicatie.
[Hoewel de uit de beide zinnen "A" en "B op-
gebouwde zin ‘'als A, dan B" of afgekort
“A -2 B natuurlijk iets geheel anders is dan
de zin over de zinnen “A" en B "MAY impli-
ceert B, gebruiken we toch, de gewoonte
volgend voor de eerste de naam “implicatie'']
A- > B bevekent: ‘''ik bezit een constructie-
methode, welke mij de mogelijkheid biedt om
iedere willekeurige mij gegeven constructie,
welke door A bedoeld wordt, tot een consvruc-
tie, welke door B bedoeld wordt, te vervolle-
o digen [Freudenthal,1936; Heytin%, 1936 ].
3°) — : het sterke ‘'niet’, dat in (1.10) en (1.11)

besprcken werd. .

—1 A betekeni dus: 'ik bezit een constructie-
methode, welke mij in staat stelt, om iledere
willekeurige, mij gegeven constructie, welke
door A bedoeld wordt, tot een constructie van
een contradictie te vervolledigen.

Gebruiken we het teken/\. om een willekeurige
contradictie (bir. “O= 1) aan te duiden, dan
betekent " — A7 hetzelfde als A -/ .

2°%) -y

oo



4°) v : het sberke,niet uitsluitende “of, dat in (1.4)
en (1.5) besproken .werd.
A v B betekent dus: ''ik bezit een constructie,
welke 1 : mij een keuze tussen de twee ultspraken
A en B mogelijk maakt en

20: de door de uitgekozen ultspraak be -
o doelde constructie bevat. ) .

5°) &= : het bij " -»" behorende sterke aequivalentieteken:
‘... dan en slechts dan, c...’s
Dit is te definieren als:

Ats B 5 (1—B) ~ (B—A4).

2.%: Opmerking: det in (1.11) genoemde zwakke "niet’ is een
woord buiten de wiskundige taal.

De in de klassieke wishkunde ggbruikte zwakle voegtekens
"of¥ en “als ..., dan ...!! (‘materiele implicatie™) kunnen
intuitionistisch gedefiniserd worden alss

A 2 B B——,(-——j_’-\_ ~—B).

4 - ~B ﬁ—«q( A .A—B).

. ZW
[Godel, 1932].
2.4:0
6) WV& : het gewone ‘'voor alle x ... uit de dagelijkse

taal en de klassieke wiskunde.
VYV, [4(x)] betekent dus: “ik bezit een construc-

tiemethode, welke voor iedere willekeurige,

gegeven entiteit x uit het variabelengebied,

waarover we spreken “(bijvoorbeeld: de natuurlijke

zetallen, de reele getallen), mij in staat stelt,
° de door A(x) bedoelde constructie uit te voeren.
77) ng ¢ het sterke ‘er bestaat een x, zodat ...".

3 [A(x)] vetexent: ik ken een constructie,

welke 1% een entitelt x uit het variabelen-
" gebied, waarover we spreken, uitkiest,
2”: de voor deze entiteit x door A(x)
bedoelde constructie bevatb.

2.5: Opmerking: et zwaldie “er bestaat een x, zodat ...~
uit de klassieke wiskunde is weer te definieren als:

T x AT ==Y [ = A ]

2.6s Uitgaande van de betekenis van de zo juist ingevoerde
voegtekens, ltunnen we onmiddellijk inzien, dat bepaalde uit-
spraken, die d.m.v. deze tekens uit zekere constituerende uit-
spraken 4, B, C, ... opgebouwd zijn, voor willekeurige wis-
kundige uitspraken 4, B, C, ... waar zijn. Dit betekent dus,
dat de door de samengestelde uitspraak bedoelde constructie
steeds uit te voeren is, welke constructies ook met A, B, C,...
bedoeld worden.

2.7: Voorbeelden van dergelijke op grond van de betekenis
der voegtekens steeds ware uitspraken zijn:

A . B — A
A ~ Bos B . A
A -~ A v
A v B—->3B v A
A - A
(4 ~~ B) —=( = B-—> — A) ‘contrapositie"

S



Aa) —- 1 A(x)
Hy 4 5 SV Gl A ]

Jaar in de nu volgende opbouw van de intuitionistische
wiskunde van dergelijke alcemeen geldende uitspraken gebruik
zal gemaskt worden, zal steeds dit algemeen gelden, uit de
betekenis van de voegtckens afgeleid worden.

Voor de zwakke voegtekens zijn, naar weer op grond van
de betelenis in te zien 1s, alle volgens de klassieke uitspraak
en praedicatenrgkening geldige samengestelde uvitspraken, alge-
meen geldend [Godel, 19%2; Kleene, 1352].

2.8: et 1s ook mogelijk een andere methode te gebruiken om
dergelijke algemeen geldende uitspraken op te sporen.

e beschouwen hicrtoe twee samengestelde uitspraken(jz
en.f§$ uwit constituerende uitspraken &, B, C,... opgebouwd
d.m.v. de Jogische voegtekens, en onderstellen, dat, ZowelCl y

als O — voor willekeurige 4, B, C, ... geldig zijn. Dan
kuinen we op arond van de betekenis van ' —> 7 inzien, dat
ook voor willekeurige A, B, C, ... geldiz is.

2.9: UJlitgaande van een klein aantal van dergelijke samenge-
stelde uitspraken 1y osey O ny waarvan de algemeen-geldigheid
on:iddellijlk uit de betekenis van de voegbekens in te zien is,
kunnen we nu door toepassen van bovenstaande regel, en even-—
tueel ven andere regels, waarvan we de algemeengeldigheid
inzglen, verderc algemeen geldende ultspraken afleiden.

den ovbouw van de Intuitionistische Logica op deze wijze
werd gegeven in: [Heyting, 1930, 1930 A].

men vitvoerige hehandeling van dit onderwerp is te vinden
in; [Xleene, 19527.

§ 3. Het Rekenen met Intervallen.

3.1t In de intuitionistische wiskunde wordt een reeel getal
meestal zedefinicerd - zie § 4 - als een inkrimpende, conver-
gente ri rationale intervallen [L.E.J. Brouwer, 1918-1919,

IT pag. 3; A. lHeyting, 1935-1939]. Ter voorbereiding behandelt

deze paragraaf het rekenen met deze intervallen.

3.2: Definities Hen (rationaal) interval A is een geordend
paar rationale getallen a; en a, met 8 L 8o

3.3 zij A 5 (aq, ay) en B 5 (bq, bg), dan definieren wij:
/7 <
AB 5 al\{ bl“‘-'» a5 v al\{ b2 L8, v
v'blj, ay ‘bg v blf? 85\ b2

(spreek uit: 4  raakt B).

& ragkt dus B dan en slechts dan, indien de beide afgesloten
intervallen een punt gemeen hebben. Deze karakteristieke
eigenschap (3.8) gebruiken we echter niet als definitie,

omdat we liever alleen over de paren eindpunten ven het inter-



val en niet over de oneindig veel punten in het interval
spreken. Co
A%B 5-——1(&.:::53
(spreek  uit: A buiten B)
A(Bsay{ b
A B =-—(A{B).

3.4: Opmerking: De relaties : en { tussen rationale getallen
zijn te reduceren tot dezelfde relaties tussen natuurlijke
getallen. Voor ieder paar gegeven rationale getallen a en b
is dus uit te meken, welke van de beide relaties a / b en

- (a Q‘b) vervuld is. Steeds geldt hiervoor dus:

o ol

Dergelijke relaties 7/ (en om dezelfde reden { en = ) noemen
we beslisgbaar.

3.5: Uit de bovenstaande &efinities volgt dan, dat ook de
relaties =~ , 5&-, ¢ 4; tussen intervallen beslisbaar zijn.

Om dit te laten te zien, namen we als voorbeeld A 7 B.
Voor ieder van de vier componenten a1£; blfg 8oy oo bl.§
g;a2<; b2 van de disjunctie uit het definiens kunnen we uit-
maken of deze waar is of niet. Ook voor de gehele disjunctie
is dus ult te maken of hij waar is (dwz. of minstens één van
de componenten waar is) of niet waar (dwz. of alle componenten
niet wear zijn).

hnaloog laten we zien, dat de relaties £, 7 , df tussen
rationale intervallen beslisbaar zijn, terwijl ook de algemene
Stelllng intuitief duidelijk is:
§§: Tedere uitsprask, die uit beslisbare ultspraken opgebouwd
is door middel van ~, v, — en — is zelf ook beslisbaar,

Omdat we voor een oneindig aantal stuk voor stuk beslis-
bare formules Ai niet steeds kunnen uitmaken of zij alle waar
zijn, behoeft een uitspraak, welke uit een rij beslisbare for-
mules A ontstaat door de generallsatlequantlflcator \'i voor
A te plaatsen, zelf niet beslisbaar te zijn. BEvenmin behoeft

de uitspraak met ;fi ervoor beslisbaar te zijn.

3.6: Voor een beslisbare uitspraak - neem als voorbeeld weer
AZxB - is het direct in te zien, dat we, indien we weten,
dat deze niet niet waar is, deaaruit kunnen concluderen, dat

. hij waar is. |

~ Dus geldt zekers:

B 4 =y ANB -y A B en analoge stellingen voor -




Uitspraken, welke op deze wijze uit hun dubbele negatie
volgen, noemen we stebiel [van Dentzig, 1947]. |

We zaegen dus in, dat de volgende stelling in de intui-
tionistische logica moet gelden: E -
St:  Tedere beslisbare uitspraask is ﬂt&biel. ‘

In (4.14) zullen we laten gzien, dat omgekeerd niet
iedere stablele uitspraak beslisbaar hoeft te zijn.

De stellingen, waarvan we hier intuitief de geldigheid
voor de intuitionistische logica lieten zien, kunnen in het
geformaliseerde systeem hiervan formeel afgeleid worden.

3.7: De rakingsrelatie is reflexief en symmetrisch, maar
niet transitief.

A

‘B “oay 4 bl

B <4 ¢B vB < A
B

. B

P

A.—§a2,’/bl
A dB AB{ A

L
(?%‘h&.‘?\

5.8: Zig P een rationaal getal en A
dan  Def.: p= A

]

(ay, 32) een interval,

%B al N P < 82

U

Aan ieder rationaal getal p is het oneigenlijke interval

P:(p, P)

toe te voegen.

3.9:5  Zij A = (ay, ay) en B = (b, b,) dan definieren we de
bewerkingen met intervallen door:

A 4+ B = (al + Dy, 8y + bz).
A . B = (cl, 02) , waarbij

¢ 5 nin (albl, a1b29 aZbl’ a2b2)

I

max (albl, ayby, 250y, a2b2)
-1 _ (L L
P le )
[deze definitie aanvaarden we alleen, zo O & A].
max < A, B" =z (max 7al, bl% , max {ag, b23)

il

min .4, B}
| Al

(min .aq, bys , min {az, bE})

o I e A 1

max A, -4, 0},
waarblj we de afkorting gebruiken:

max ;\A,B,C_}E max {max | 4,B!, C)



zodat geldt°
max SA B C s’ (maJC al ,bl’cl} , m az’ ’02} ) o
Ieder in de rechterzlgden als deflnlens gebruikt paar

rationale getallen (xl, xg) bepaalt een interval, omdat steeds
Xq L X5 is.

3,10t St.: p7 A~ Q" B— p+qgqeld+ B

PE A —3 -p & A

P& AAgEB— p.geE 4. B

p= A — pt e at ,‘
p P = A . geB s mmc{p,qﬁezmmt%A,Bf
' P A —3  {p! ez jAi.

Direct te bewijzen uit de definities 3.8 en 3.9.
Op dezelfde wijze is aan te tonen:

St.: 3"'p,q’[p-—AAq:BAx=p+q]‘“: X = A4+ B
p - A TR P e -a
Eﬁp [ps4t . geBax=p.9] X x= 4 .B
»4 -1 -1
p= A €y p TE A
fp JP€ s Qe B . x=nax-.p,a}] <5 x € max '.,B!
?
p q[p A~ g B . x=min’ p,ql] ..... X < min ﬁA,B»
p C .LL ._.? ?p & ’A’L;

3.11: Uit st. 3.8 en sti 3:10 volgt onmiddellijk de substi-
tutie eigenschap van al deze bewerkingen met intervallen
t.0.v. de rakingsrelatie.

A W N . 3& o
St.e Ao s aB B s A4 B A+ B
. A ¥
Ao — - 4 . = A
e A . . x ™
FYRAPRN R -~ B it B e A e B LA . B
A 5 ﬂhh‘ ek Anl_l Pt .r.i‘ -l
A A N . s he
A A" BB - max {4,Bl ~ max i B
“ . N ’ « : * « )
A w ~B2B - min {A,BL = min 4 ,B7
4 S J
b « - e i
A Wk — Al oo AT,

3.12: Iedere rekenregel (door een vergelijking uitgedrukte
identieke gelijkheid) welke door variabele en zekere con-
stante rationale getallen geldt, kan geschreven worden als:

P(xl"“’xn’cl”"’cm): G(xl,...,xn,cl,...,cm),

waarbij de functies F en G door cen eindig aantal toepassin-
gen van de bewerkingen:

-1 .
4”’ Ty % 9 ’max,mn, !a-c‘

' opgebouwd zi jn.

. PEA.9EB- mn ip, qj¢ min {4, B



Zijn nu 31’ ey 1n willekeurige intervallen en
Cl’ ooy Om, de aan de constanten Cl' seey C toegevoegde
constante oneigenlijke intervallen (C, = (e., cJ)) dan kunnen
we door toepassing van de definities 3.9 de functies
F(Al, ceey Aoy Cl’ coey Cm) en G(Al, aeny An, Cl, eeoy Cm)
vormen, voor zoverre nergens door cen interval, dat O bevat,
gedeeld behocft te worden.

Kiezen wij nu in ieder interval Ai een pationaal getal
Py dan geldt volgens stelling 3.10

F(pl,...,pn,cl,...,cm) < F(Al,...,A ,Cl,...,C ) en

G(PyseensPysCyresescy) @ G(A7,0ee A 4Cqyers,C ) o

We veronderstellen, dat F(Xl,...,xn,c peesaCo )=
= G(x 1900 3X9CyseeesC ) een re kenregel voor de rationale
getallen is. Dus geldt:

F(pl,...,pn,cl,-..,c ) = G(pl’oco,Pngcl,o;n,Cm)a
Uit st. 3.8 volgt dan: |
F(A.l,coo,A ,Ol’oo',o )‘\ G’(’m ’-9.9%, 1,ooo£ )

In woorden geformuleerd luidt het bewezene :
St.: Iedere rekenregel (door een vergelijking uitgedrukte
identicke gelijkheid) welke voor variabele en zekere constante
rationale getallen geldt, geldt ook, indien de gelijkheids-
relatie door de raekingsrelatie vervangen wordt, voor variabe-
le intervallen e¢n de, aan de constanten toegevoegde, constante
oneigenlijke intervallen, wanneer tenminste hierbij nooit door
een interval dat O bevat, godeeld wordt.
Voorbeeldens

1 +1 2

A (=) =0

A(B + C) v AB + AC

tAB. ~oaal . B

3.13: St.: lai 4+ Bl 1 1A+ B .

Deze stelling volgt niet onmiddellijk uit St. 3.12, maar is
uit de definitics 3.7 en 3.9 af te leiden, omdat:

max ‘e, -2y; 0 + max «by,-b, o' >

Lmax Jay + by, ~(a; + by), o} .



§ 4. Reele getallen. .

4,1: Ve definieren [L.R®.J. Brouwer, 1918-1919, II pag. 3;
A. Heyting, 1935-1939, IV, V, VI] een reeel getalcx als een
inkrimpende, convergente 1 rij rationale 1ntervallen, dwz. als
als een rij {4} ={ (a; a0 8y 2)} van intervallen

Ay = (a 1084 2) die voldoen' aan:

LoAjgpe by demre gy 58 20 9 214,24 84,2
en sansg

II:  1i . - oA =0 A W.Ze
i-‘}fm (&1,2 &1’1) 3

VD gV i1y k) > (ay 5 - ai,l)é 2™]

waarbij de variabelen i, k, m de natuurlijke getallen

doorlopen.
Het door ”Eak( 5 uitgedruite existentiebegrip is, als steeds
in de intuitionistische wiskunde (2.4), in de constructieve
betekenis gebruikt: bij ileder natuurlijk getal m moet het
getal k(m) werkelijk te berekenen zi jn.

Uit T volgt: 13 k- (ai,2 - ai,l)
Dus kan II vereenvoudigd worden tot:

Vo3 ) [,y - 22§ 2770

4.2: De gelijkheidsrelatie tussen reele getallen wordt nu
als volgt gedefinieerd:

Def.: Zijn ™ ={Ai} :{(ai,l, ai,2)}
en.l3 :I(Bi} = {(bi,l’ bi,E)} reele getallen, dan is:
QZ& :’—Svl [ AimBi]o

Het reele getal o', dat uit X ontstaat, door een ein-
dig aantal intervallen weg te laten is natuurlijk aan O ge-
1lijk.

£ <ak,2 - ak,l>°

4,%; Als eerste stelling over de gelijkheidsrelatie van reele
getallen willen we Dbewijzen, dat deze, evenals de rakingsrela-
tie van intervallen, stabiel (3.6) is.
Bt.% — ﬂ(OQ:E))F? O‘=ﬁ
Bewijs: — sliet uitgeschreven definities luidt de stellings

— V4~ 8] =V (4 8]
Hit'\f [A B, ] volgt voor ieder natuurlijk getal i zeker
ﬁlTY Bl. Onderstellen we dus
12 )18 — A% B
n;adamﬂvalgt daaruit ——,\7~[A B, 1.



slaar dit is strijdig met de praemisse — -—1ﬂbri[Ai:: Bi].
Dus volgt uit de praemisse

“"”‘i T A' ~ Bi‘
Maar A]- B was stabiel, dus uit - —=q - % B volgt
Aihv Bi .

it alles geldt voor willekeurige 1i.
Pbus volgt uit de praenisse

VAR B, 1.

€~ :  Dit volgt uit de onmiddellijk duidelijke logica~-

stelling

4.4:  Opmerkings In het gehele bewxas hebben we over A ’\'B
nicts anders beirend ondersteld,dan dan het een, voor 1eder
vaste i stabizle uitspraak was. ’deu bewi js gaat dus door voor
cen willekeurige, voor ieder x stabiele uitspraak P(x).

5t.: en voor ieder x stabiele uitspraak P(x) gaat dég¥7§oeoen
van een generalisatiequaatulcator'\7’:x weer in een stabiele
ultspraak over.

Y1 P -=0(x)] = (o V[P ] -3V [P D)

.52 De gelijlheidsrelatie tussen reele zetallen is reflexief,
symsetrisch en transitief.

T, X = X

=By oo

1. o = P .[3:3’ — O =Y

De eigenschappen [ en 11 Eijn onmiddellijke gevolgen van

i

de refleviviteit en symietrie van de rakingsrelatie.
Voor IIT neven wij een bewijs ult het ongerijmde.
Cnderstel, dat voor een zeker getal i zou gelden:

S N

Dan geldt wegens 3.7

a0 v A > c.
Stel A, <: C ~ het andere geval wordt geheel analoog behan-

deld -, dan ie dus 3 5 e cs g

Noem 24 5 Dus d) 0. Voor j?, 1 geldt dan

1,1 7 4,20
Cy1 T 25 2‘;, 2d wegens 4.1, L. o :
Volgens 4.1,II is bij deze gegeven d» 0 (dus d) 27 > 0,

daar d een rationaal pgetal is) een k(m) te vinden, zodat geldt



sl &> (b o = bs ) L al

Kies nu 1 = max (k,i). Dan geldt dus:
dlg& - a1$2 > 2@0
bl,2 n'bl,l \< d.

Bovendien geldt O =[3, d.w.z. ¥V [4;%y B;] dus a
terwijl analoog uit ﬁ = y volgt ¢y 1 < bl o
Deze vier ongellgkheden zijn contradlct01r. Dus geldt:

> =[> Aﬁzx —_ Aizoi

dus wegens — — fxl TC AT Ci

1,22 °1 2

ook o :ﬁD -ﬁ :X — 4, & C; voor ieder getal i,

dus ook X =ﬁ) N [5 =X Hvi[Aiz Ci] of met andere woorden

=5 .p = -——)&:X . Q.E.D.

Lanschouwelijk geformuleerd: we leiden dus uit de aan-
nane, dat het jde interval 4, van O geheel buiten het 1de
interval C; van ligt, een contradictie af met X E) -

N = X , door een interval vanﬁ te kiezen, dat een lengte
heeft kleiner dan de afstand tussen A; en C Dit kan dan
niet met beide intervallen Al en Cl punten gemeen hebben.,

4.,6: De ongelijkheidsrelatie tussen reele getallen kan op
verschillende wijzen gedefinieerd worden.

1% o = — (X -y,
dus X#£P Fx——ﬁv’ [A B,
2% o4fd 3.1 =Bl

Spreek ult CC 1s verwga‘_erd van ﬁ) Hierbij is de index
i, waarvoor de intervallen Al en Bl buiten elkander liggen,
constructief te berekenen, wat bij de vorige definitie niet
het geval behoeft te zijn.

Boven (4.3) zagen we reedss

— 0(7—‘@::05:@,

4,7: Verdere betrekkingen tussen ‘gelijk”, ‘verwijderd' en
; “ongelijk” zijn in de volgende eenvoudige stellingen uit te
drukicen.
S QAP > 0
Wl;}S’ ‘Uitgeschreven luidt de stelllng

B N R LT - e el P -CI: J B




Onderstellen we ﬁvf EA x B. ], dan geldt,voor ieder wille-
keurige i, 4; ¥ B, Uit de praemisse o . [*—,A. - B. ] volgt
echter, dat we een 1 kunnen bepalen, Waarvoor -q.A ”V B
geldt. De onderstelllnv‘\Vr [Al ~ B ] is dus strladlg met

de praemisse. Uit 3. [-,A1'Q5 B. ] volgt dug-—wjﬁf [Al,\,Bl]
Opmerkings Aangaande de ultspraak Ay O ~ Bl hebben we im het
bewijs niets ondersteld. We hebben dus voor een willekeurige
uitspraak P(x) laten zien, dat geldt: |

Stes D[R PER)] —> — VL [B)].

18: Bh.: o XA D = X=[D,
Bewaimn De implicatie van links naar rechts luidt uitgeschreven =

wegens de stubiliteit van L, R B, (3.6) is dit aequivalent

met (1) — o s[4 & Bl — V. [— 4 = Bl

i

Onderstel nu, dat voor een zekere i zou gelden A Q&‘B Dan
zou ook gelden 3 . [ix = Bl] Dit zou met de pLaemlsse

— 3. [cx 2 Jsl] strijden. Voor iedere i is dus —4; & By
uit de praemisse af te leiden. Dus geldt (1) en dus de
stelling.,

Opmerkings: Ook in dit bewijs van (1) is 4; & B; door cen
willekeurige uitspraak te vervangen., Dus hebben we de geldig-
heid laten zien vans

St.s — 3 [P(x)] —~%;\7r [— P(x)].

De 1mpjlcat1e van rechts nasr links is. nog eenvoudiger
te bewijzen, evenals de, daaraan beantwoordende, algemene
stelling:
st.: L [P()] = — I [P -

1lg corrolarium van de eerste stelling volgt direct:
ClAR e —— X AP
Oﬁ%ﬁ-) = 35_[135_ X B 1.

4,95 Vegens (4.3) CK::Fb = — — & :ﬁb is stclling
4.8 acqguivalent metbs
St.: —XEP s X R
Hoewel X # f3> een vaak sterkere uitspraek is dan
0(¢f5 , zijn dus de ontkenningen van deze twee uitspraken
aequivalent.

4,101 Aan het rationale getal a kunnen we eenduidig het
reele getal L = {A met voor ieder i : A; = (a,a)
toevoegen.



- 4.11: De hoofdbewerkingen met.de I regle metallen 'A. leyting,
1935-1939, V § 3]. |
Zijn X = {&.]} en ﬁ = {Bi} reé'le getallen, dan defi-

nieren wij: : |
CK~¥[5 {;ﬁ. +,Bi} ‘

o Ll
)

o . ﬁ5 ‘ A, .

| G g {%Zl}*
A'jtl is alleen een ged@figﬁiéem interval, zo O € 4, .
Indien er een zetal i te depalen is, zodat O € 4; [d.w.e.
zo OCA 0], dan kuanen wij de eerste (i-1) intervallen uit e ¢
weglaten en voor he‘b resulterende reele zetal OLf (Waafvoor
geldt O =) ot bepalen.

Zo dus X4 O is, heeft de definitie

-1 ~Q{,-J_ _ {A,~1}

betekenis. Wegens de.ae voorwaarde is de verwi Jderlng relatie
van groot belang in de theoric ven heb reéle setal.

ma:c{o(, {3} {111&7{ {Ai,Bi} .
min {og , B } {min’ {Ai,Bi} .
It = {14y}

41lle mechbersijden wvormen nu inkrimpende, convergente
intervalrijen en benalen dus reele zetallen. Jat dc rijen
inkrimpend zijn, velgt oniiddellijk uit st. 3.10. De con-
vergentic volgt uit:

ol on il

e TN R}

bait}

85 o+ bi’2 - (ai,l + bi,l) = (a ai,ﬁ_> + (bi92 - bi,’l)
- a -~ (~a, 5) = a _
1,1 1,2 i,2 ai,{L
3%9231 > al,ibl,i’ "Kal 2 T 24 1>b1,2 +

. R N 03 ’ ' -
en analoge oapelijtheden bhij andere keuze van Cy €n Coe
3

8, ~ - a.
azli - a".l'l,) = -«m‘];z.gﬁ ._.é.,},zé._-
e 81,10 310
ey s ! - ~l N ETYE T
wamblg, omdat 0 € (a:L A 24 2) 5 (_.“ai,’l ai’2) benerkt

blijft. ’



max { &5 5,03 o} - max {al 12P3 1} (8; o-a; 4)+(P; 5=b; 4)-
min {a; 5,b; 5}~ min {a; 1,0 1,11 { (ag,0785 1)+(b; o705 1)

4,12¢ De substitutie eigenschap van deze bewerkingen t.0.v.
de gelijkheid van reele getallen volgt uit de analoge eigen-—
schap van de bewerkingen met intervallen t.o0.v. de rakings-
relatie en uit de definitie van de gelijkheid van reele
getallen. “

4,13; Volgens Dedekind kunnen de reele getallen afgebeeld
worden op de sneden in de verzameling der rationale getallen,
of ook, indien we slechts de open linker verzamelingen beschour
wen, en het getal OC dus toevoegen aan de verzameling van alle
rationale getallen r» met » XX , op de open, eigenlijke begin-
éegmenten hiervan, d.w.z. op de verzamelingen L van rationale
getallen; welke voldoen aan:

= . [re L]
3 . [ €Ll
re L = - [s) r .~ s€ L].

Beschouwen wij hierbij alleen de besllﬁgare beginsegmen-
ten L, d.w.z. die beginsegmenten L, waarvoor ieder rationaal
getal r uitgemaakt kan worden, of r€ L of r € L is, dan
kunnen we niet aan alle reeéle getallen, welke door interval-
schakelingen voortgebracht worden, dergelijke beslisbare begin-
segmenten toevoegen. |

Beschouwen wij ook dc half-beslisbare beginsegmenten,
d.w.z. die beginsegmenten L, waarvoor bij ieder paar ratio-
nale getallen r <As ultgemaalt kan worden

r€ 1L v s & L,

dan is wel een (1l,1)-duidige toevoeging hiervan aan de door
interval-schakelingen gedefiniesrde reele getallen mogelijk.

4.14: 3en voorbeeld van een reecl getal, dat wel door een

interval-schakeling is voort te brengen, maar waarvan we niet
kunnen uitmaken, of het groter dan, kleiner dan, of gelijk
aan O is, ( - “"dat om O zweeft'), en waarvan dus het bijbe-
horende beginsegment niet beslisbaar kan zijn, wordt als
volgt geconstrueerd [L.Z.J. Brouwer, 1920].

Schrijf de d601malen van JT op 1 4159 . ..
en bepaal a4 1= = 27t en al o = 2 1, zolang onder de eerste 1
decimalen van'TT geen ‘rlgtae” 0123456789 voorkomt,




k e . . ‘ .
en a; 5 =8 5 = (-1) , indien i 2 k is en k het kleinste

getal is, zodat onder de eerste k decimalen van 71 een dergelijk
rijtje voorkont,
X = {(ai,l’ ai,?_)}
‘is dan een goed gedefinicerd receel getal, dat, indien JT geen
rijtje bevat, voldoet aan X = 0 , indien k ecven is, aan
O > 0 en, indien k oncven is, aanx{ 0.

Dergelijke voorbeelden bechoren niet tot de eigenli jke
intuitionistische wiskunde. Het zijn slechts waarschuwingen,
dat we bepaalde beweringen (hiers: X=0 vX >0 vX (o0,
of ooki X =0 v X #0) op grond van onze wiskundige kennis
(zolang nog ‘dergelijke onopgeloste problemen bestaan) niet
mogen uitspreken.

" Wegens het bestaan van deze om O zwevende reele getallen,
was het ook niet mogelijk de definitie van de hoofdbewerkingen
eerst alleen voor de niet negatieve getallen te formuleren,
(wat voor (X {3 eenvoudiger zou zijn) en dan tot de negatieve
getallen uit te breiden.

De relatiec O = 0 is dus niet beslisbaar. (X = 0 is dus
een voorbeeld van een wel stabiele, maar niet beslisbare uit-
spraak (3.6).

4.15s St.: Iedere rekenregel (door ecen vergelijking uitge-
drukte identieke gelijkheid), welke voor variabele en zekere
constante rationale getallen Cpa seey Cp geldt, geldt ook voor
variabele recle getallen en de aan Cps +eey Cp toegevoegde
constante recle getallen 81, ceoy x (met XJ {CJI} en
CJl (c:y ¢. ) ), indien voor ieder reeel getal & , waardoor
gedeeld Word%, geldt % # 0.

Bewijs: Zij de rekenregel voor de rationale getallen:

Flag,eee,a n1Cpreeeacy) = Glagsee,a, CpaeeesCy )

en die voor de recle getallen:

F(ui,oa-,uny xﬂ_,.oo, Xm) = G‘( aﬂ_"“"un’\gﬂ_’ .oo,Xm)o
In de opbouw van F en G wordt slechts een eindig aantal malen
door ecn recel getal (gl’”‘? é:'s met ék {X }- ) gedeeld.

Voor ieder van deze %k geldt gk # 0. Dus le 1eder k te
bepalen cen index i(k) zodat

_ 0 & X )"

3tel nu i 5 max (1(1),,...,165 Dan kunnen we 3.12 toepassen
en geldt voor alle j met >i: '

‘EK(A&J,-.-,;& 29 1"0.90 )NG(X:LJ,O..’ I‘lJ C;i,o..,cm)



Uit de galijkheidsdefinitic voor reele getallen volgt dan:

F(O(i"“”:"n'Xi"”"lS m‘) = G(O‘l""’o‘n"é 1,...,8/ m).

4,16: .sen ¢erste verschil tussen de klassieke eigenschappen
van de reele yetallen en hun intuitionistische analoga trecdt
op, wannecer we foraules beschouwen, welke uit meer dan één
vergelijling door aiddel van de logische voegtekens zijn op—
schbouwd.

Sen voorbceld hiervoor is het volgende:s klassiek geldt

X=0 v ﬁ3:=<3 = CX.ﬁs = 0;
intutionistisch geldt echter allcen

X=0 v Pp=0->P =0

Do ongekeerde implicatie mogen we niet affirmeren,
ondat het intuitiouistisch “of zo sterk geinterpreteerd wordt.
Indien bekend is, dat (X'ﬁB = 0 is, hoeft het nog niet mogelijk
te zijn uvit te maken, weike van de uitspraken X = 0 of ﬁ5>= 0
waar 1is.

4,17: Zen tegenvoorbecld wordt geleverd door de als volgt
godefiniferds redle getallon X ={4a} en B={B]}.
Voor ieder n is tussen de twee mogelijkheden I en IT te be-
slisscn.
I: oander de cerste n decimalen van J1 is geen
"rijtjet (01 2 3 4567 8 97).
II: onder dc ccerste n decimalen van 71 is wel een
‘rijtje.
In dit laatste geval, II, is het rangnummer k van de
“97 in het corste “rijtje’ van J1 te bepalen en dus weer te
beslissen tussens
LI a: Xk is even,

IT b= Xk is oneven.
Jfu definilren wij voor ieder n:
An = (0,27 in geval I.
= (0,0 ) noowTT g,
= (27®2®y s 1T,
B, = (0 1{.,?."f:) L
= (2% 27Ky & s 1T A,
= (0 ,0 ) ” 1 II b.

fHerult volgt onmiddelli jks
4,8 = (0,27) in goval I
- (0,0 ) i 4 IT.

Dus in ieder geval geldb:
AB 0 endus  XB= O,



= 0 wosen we vasg affimeren, als we weten, dat Xk zeker
nict oncven is, ﬁ 0 pas, als we woten,; dat k niet ecven is.
Geen van beide uibtspraken is dus te bevestigen voor ve mecr
weten over de aeclmalon van TU .

4,18: Uizl geldens
XP =03 (x£0—> [P=0)en
Xy =0 -3 — (XZ0 « [ #0)
(gwakke interpretaties van “of™).

Deze botrekkingen worden in 4.21 afgeleid.

4,19: Jigenschappen van de verwijderingsreletie van recle ge-
tallen.

S A e

Def.: o # E} Bﬂn [y =& 3,1 (4.6).

Vanzolf geldt, wegens hot inkrimpen ven de intervallen,

woelke een rcecl gotal definieren:

A ~ D ] a L
,ts.n v un ~ m >/ n > .Clm o Bm.

De hoofdcigenschapoen van de verwlijderingsrelatie zijn
vorvat in de volgende drie stellingen:

st AP o Pro.
St —OE P s A= (4.0)
st QA m-a\;f [ty v Ay 1.
Bewijs: Xies con index n, zodat by & B . ostel i, < By
(Bn £ A analoog), Q.W.z.: 2 ( b4 DLS te vinden eon
rationaal zctal 4, zodat: xﬂ a > 0.
Bupaal cen index p, zodet p ) n en cp2 - Cy1 < d. is.
Dan is dircct te zien, d:at C % Ap v Cp S Bp is,
Dus geldt XX £ Y v ﬁg’x
Aen volatic (ook tussen andere entiteiten dan recle ge-
tallen), welke aan deze dric uibspraken voldoeb, noemen we
altijd cen verwijderingsrclotic,
D¢ substitutie eigenschap ven de verwijderingsrelatie:
Ster AP P o=y s XAy
volgt onmiddellijk uitb:

o # P -—>\f5 oty v Py,

4.20: De verwljderingsrelatie is invariant t.o0.v. optelling

en t.o0.v. vermenigvuldising met een getal; verwijderd van O.
st.: XA — oy Y # B

Bewijss Zij O(#ﬁ Dus te vinden cen index n, zodat

A & By, Btel 4 B, (4, > B, analoog). Dus is een

rationaal getal d te vinden, zodat b, - a > d> O is.

]



Bepaal weer een index p, zodat p? nen c
Dan is direct te zien, dat »
Do * cp1> Ay + A+ cy > ap2 + Cpp is. Dus 1is
Ap.;-c < Bp.;-Cp, en dus (X + p b/
Ster AP ){po~—-->~xﬁf3 :

Het bewijs wordt gerseven via het speciale geval:
Stes NH O . X¥£ O > XY KO
Bewijs hierven: 2ij (X 40 en ¥ # 0. Dan te vinden een
index n zodat: O € 4 en O €& C . Uit (3.10) volgt dan
0 & A C_ uit het ongerijmde.

02 = cp1< d is.

ok de omgekeerde implicatie ‘
Ste: L0 - Pr0oe- X[B40 ismet (3.10) te bewijzen.
Ve algenene stelling is nu tot het bijzondere geval terug te
brengen d.m.v.: - L) = 0 a Y & O -—> U’X - ,‘X A 0.

4,21: Bte: X +[d 50— XFO v ﬁ # 0.
Rewijs:s  Zij {J(—’-E < 0 . Dan te vinden een index n, zodat
O € 4 +3B . Stel o 4 + 3B (A + B <O analoog).
Dus is 0 ¢ ay + by , dus 00k a,> O v Db, > 0.
Dus is (X 40 v ’Qx#o .
boven nebben we reeds bewezen:

st Xs 0 . (350 A 0.
dieruit volgt (export van praemisse (X # 0)

X4 0 == ([3,;;- 0 — XD # 0) en ddaruit weer
(contrapositie van ,Q)/:/ 0 — X B A 0)

X4 0 - (—-——.O(i A 0 — ——wﬁﬁ/ 0 ) of:

Xy 00— (HP=0-—[D=0).
Uit de laatsbe form.le volgt (import van QX & 0 )

g o . ORP) O-—9P>”O en dus:
St.s X {5 ~OLE 0 —> f = 0 en daaruit volgt weer
op dezelfde wijze:

St.s (XE) = 0 . Iﬁ;’ 0 —> X =0 . Uit deze laatste weer:

St X £ 0 «ﬁ\;éo ——AO(E,‘#O en hieruit weer door
contranositie:
'Jt.f. D(E):O —3> — (A£0 AB?—IO)
egen de sterkere stelling:
XX P\:_ 0 — X=0 v ﬁ O  hebben we reeds een
tegenvoorbeeld aangevoerd.

4.22: Voor de theorie van de veeltermen zijn nog de volgende
stellingen over de verwijderingsrelatie van belang:

St D((‘:;;K — XF Y v E}#J



= e

Dewiijs: O A oS- )(fg 0(,3 ) +O<U -K‘S
cxcifb-cS) (> -y ¢

Dus (4.21): QB -9)# 0 v (- }()8 4 0.

Dus (4.20): ({3 O # o v &0(-» ) # 0.

Dus : C’(#K v

40231 o i B él""’gn) D

_" ¢ p’- p[l
S o L, EaER
Dgrrip, AR

een veclterm en F( Xi’“' Kﬂ) F=4 F(LS gree ,LS ) dan is er
een index i te vinden, zodat Kl # 6 5 geldt.

Bowigs: F(Ypseees §) - F(8,,0, 80 # 0.
pi pn pl pn
Dus: § O(p ""’pn< ¥1 v ¥n -0g 611 ) A 0.

p 300 7pn N
Dus is minstens één van de tefnen vervijderd van O (&4.21):

D B
()(pl,...,pnca(l'“b/n '_‘(Slf"dnrh’go'
Dus is (4.20): Kipi ann - 6‘17% ...(Snpn A O .
‘ -1 -1 I
Dus is (4.21): Kl’é?/ lS v Xipi ...ann;é&ip ...(Snon.

Op dezelfde wijze doorgaand volgt hieruit

Kl # 1 Vv X2#52 v ‘”vXn’g?/&n

4,24; Tegenvoorbeelden wovrde'n' - als ook in (417) het geval
was - dikwijls gegeven d.n.v. reéle getallen, waarvan niet
bekend is, of zij groter dan, kleiner dan, of gelijk aan een
Zezaeven rahonaal getal r zin - getallen, welke ‘‘om r zweven'.

sen pozing om deze compllcatles te vermijden door alleen
“nette getallen toe te laten, d.w.z. getallen (X , waarvoor
bij ieder rationaal getal uit te maken is, of X {r, X = r,
dan wel O > r geldt, (getallen met beslisbare sneden van
Dedekind), mislukt, ondat de verzaneling van deze nette getal-
len niet afgesloten is t.o.v. de hoofdbewerkingen. Wel zijn
vele getallen, welke in de analyse voorkomen, ‘met'.

4.25: Hen voorbeeld van een nct _getal is het getal

1
Y e

A

D =0
det bewijs hiervoor volgt het gewone bewijs voor de

irrationaliteit van e vriwel op de voet.
m
Understel e = = , waarbu m en n natuurlijke getallen zijn.’

Zeker geldt e g == + .
~n+1 n €



dierbij geldt:

ST l _____ o (n+1)’ 21 N1
Ch B2, & “(n+1‘)*“ % < )T 2, G =

_ 1 i 1 n+l 1

T DT T T (DT m T omaml

n+

Dus is nle - nls, = (n-1)im - n.’sn = n.'@a<—1ﬂ . iaar het
linkerlid is geheel en niet = 0 ., Dus is uit e = % een contra-
dictie afgeleid. Dus geldt e # I .

On de sterkere uitspraak e #’% Te bewijzen moeten we |e - %l
naar beneden schatten. "

We hacden: ”Ch%'{{')"f'< @ n = € - 8, -ﬁiﬁ-r dus

1 H i 1 . - § m [ P
=op { nie - ni Sn< % 3 maar n! = en nls zijn geheel, dus

1
nf]e—%{:ni}e—sn+sn—%,>ma.
dusle—~]>(rlj dus e#’%. Dus is e ‘met’.

Ook de getallentheorie prefereert deze stelling: ¥ e is

“ e is niet rationaal’’. Zij geeft

positief irrationaal' boven
meer “informatie [Goodstein, 1946].

4,267 Ook ven de algebraische getallen is ov een eenvoudige
wijze aan te bLonen, dat het ‘‘nette’ getallen zijn [Brouwer,1920].
Hiertoe bewijzen wij de
3t.: Twee wortels van een algebraische vergelijking met ratio-
nale coefficienten zjn 0Ff zelijk, Of er is een positieve bene-
dengrens voor nun verschil aan te geven.
Bewljs: Zij de gegeven vergelijking
£(E) 5 5% 4 alffl s s =0
Je discriminant d van deze vergelijking is een rationale func-
tie van de cosfificienten en dus een rationaal zetal., Indien
d =0 1is, heesft f(g) = O een meervoudige wortel. Dan is de
graad van de rrootste pemene deler

5(£) = c.a.D.(£(5) , £7(&))
zeker > 0, en ¥unnen we f(é) door g(g) delen.
De resulterende vergelijking £X(£) = O heeft dan een discri-
minant d met 4 £#0 , dus 4 # O .
Noem nu de wortels van f*(f ) = O resp. Wgseen@p -

m

Dan geldts T
d = ! x (C&} - (&Jk)a @

i< k

We willen nu bewijzen: oy f [V 0 . |



det is gemakkelijk een rationaal petal h te vinden, zodat geldt:
Loy - ol s h voor alle i,k = 1,...,n.

: | 2 ___._.dab dr
l.aar lwi wZ' = i"""l;:' '()J]_ — uklz ; hﬁ-‘: -2
ik
s Wy AW, TT'lwy - W l° ontstaat hierdij uit
. e
ﬁt(ul -(,Jklz door |y -w2)2 weg te laten.
ik '

Gaan we nu ult van twee Wil}ekeurige algebraische getallen
0(1 (wortel van f‘l(g) = 0) en 0(2 (wortel van f2(§)=O),
dan zijn beide wortels van fﬂ_(g)‘fz(g) =0, en dus 1is
volgens de vorige stelling uit te maken of Cxﬁ-==CX;2 of
Cki_ﬁ¥Cx2 is. |

Lemen we nu voor (>(2 een rationaal getal, dan hebben
wij a fortiori aangetoond, dat alle algebraische getallen
“net” zijn. ‘

Jog van vele andere zetallen is bewezen, dat zij posi-
tief irrationaal, of zelis, dat zij positief transcendent
zijn. Al deze zetallen zijn natuurlifk ‘net'.

4.27: langaande de constante van Zuler K , gedefinieerd
doors: K:-—lim (lgn -1 -12-%,/% - ... =1/n)
D poseo

is het onbekend of deze rationaal is of niet. Ook de'‘net-
heid? van X is nog niet bewezen.

Srger is het, dat we niet kunnen bewijzen, dat geldtb:

O¢Cnet? ﬁ ‘net’ - O+ ]3 ‘met,
Zen tegenvoorbeeld hiertegen wordt geleverd doors

Xz -
.

ﬁSE e , waarbij echter de rij van de decimalen beéindigd
wordt na de 9 van het eerste 'rijtje’, dat daarin optreedt,
of na de 0O wvan het ecerste ‘oupekeerde rijtje-’
198765475210, met dien verstande, dat in dit laatste geval
deze O bovendien in een 72 veranderd wordt.

zovel OX als f%) zin net, CY-+ﬁ5 echter zweeft om O .

4.28: De ordening van de reecle setallen (CX::{An} en
;?;= {BJ) gedefinicerd door: |

X<P=d e <57,

is een stenke,'positieve'orde~relatie, geheel analoog aan

de verwijleringsrelatie, wasarmede zi; dan ook verbonden is
door de

st OHPes >R <D
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Onmiddellijk te bewijzen is ook de zwakkere

§'_t_.: (}'_) f,f e/ CX¢ ﬁ -~ U((B

= o FE - kD
S N TR A S I N O

De sterkere stelling X =[2 v S v 0(>f3>
geldt echter niet. TIeder om O zwevend getal levert een tegen-
voorbeeld. Wel geldt:
St O()S}?) a X (}\ —> D(;;’/E:. en dus:
Bt XX fd .ot a=fd .
maar niets (X?fﬁ) - O({E)w*} 0{>E)
Uit de twee negatieve praemissen is geen berekeningswijze voor
de index n af te leiden.
De substitutie-eigenschappen van deze ordening t.o0.v. de
gelijkheidsrelatie:
St. P - B=y —-» oY .

SR SR G SR
worden door hetzelfde bewijs segorandeerd als datgene, watb,
tweemaal toegepast, ceze zelide eigenschap voor de verwijde-
ringsrelatie leverde. '
Do transitiviteit.van de ordening volgt onmiddellijk uit de
inkrinpingseis voor dc recle petallen en de transitiviteit
van de intervalordeging.
ster o0 A [:3 Y e O <X .
svenals de analoge stelling voor de verwijderingsrelatie, geldt
ook voor deze ordening: :
St.s oc>f5~-—>vhj[oc>yv X)ﬁ)],

Deze eirenschap wordt weer op geheel dezelfde wijze aanpetoond.

4.,29: uen orderelatie x < y , ook indien zij in een andere
verzameling dan die van de reele setallen gedefiniecerd is,
noemen we een pseudo-ordening [leyting, 1925, pag. 56],
wanneer zij, zoals de besproken sterte ordening der recle ge-
tallen, voldoet aan:
I: Xy —> X#£Y TR T .
X=y— X<y ~ XBYy .
XYy —> x “7 o~ X FEY .
IT: x <y ~ x=x" ~ y=yl - x'yo.
IIT: x<y ~ y<z2—=> x<£3z.
Ve <y ~ xX3y—> x=7 .
Vi x<y-—> 1\'/’Z[ x<z v z<Ly ] .

>

4.30:  Dvenals de verijderingsrelatie is ook deze pseudo-
ordening van de reele getallen invariant t.0.v. optellen en
t:0.v. veriueningvuldizen met ecen gebal v » O .




st.s XD P
’ (c,\}?b:; O;Xo_—; §;§Bx

Ook dit wordt op dezelfde wijze aangetoond.

1PN

4,31t Het analogon van de klassieke relatie X fs is
intuitionistisch: S ft’} .
De mogelijkheid om te beslissen:

O()Sﬁ) — cx(fﬁ v & /3)
bestaat echter niet in het algemeen.
Uit ()'(:?5:55“1 ((7-,\/]?3‘)—5“*‘311[1&11)3!1] volgt
onwiddellijk v :

“ r ‘
Xpfr 2N/ (A #s .

1

4,%22s Hoewel we niet van leder paar gegeven reele getallen
X en jf.‘) , Junen uitmaken, welk van beide het grootste,
respectievelijk het kleinste is, kunuen we toch, als in (4,11)
definieren:

Do
nax O<J+

fw 1}

max {8 )} 5
f(max {8,719 b, }
N
b

e 1]

, max {anz,bnz} )} .
win {0,3)

l\mln JA B, %

ot il
‘“‘T‘"‘ ol

-i(nln {anl , min {an2,bn2})} .
Hiervoor geldt ze! 1er
St.: max{ (»\,) Lo,

Bmf ﬁ).

Bewiis: Onaefstal nax i ol {:) P& . Dan te vinden een
index n zoddt: max A4 B | ( A11
en dus: max {ang, naf { 8,y { a5

lear dit is contradictoir.
Ook geldt:
St - (max Ta, Q:l Y O~ max {tk f‘\L ) [’5 ) .
Bewijs: Onderstel: max f o, }3, pact
nax {Q( [5 [ 3 . Dan te vzl_nden een 1ndex n , zodat:
max{AngB } > 4, en max {A B, > B, , dus, zodat zowel;
maX?ani’ n’_L} > an2> %n1 s als
max {&ni’bnl} > bn2> bni 18-
raar dit is weer contradictoir.
Analoog geldt natuurlik:
S5 min S of, 3 } .
nﬂ:Ln-’L 164 ﬁ)

)

— (mln-{q 3} {O( ~ 1min J\o(, } ]3 ) , en ook:

Stas 0((& -3 nin -{O{ [3} = ~ max O( B} /3)



- 25 -

4.%3:  De in (4,11) gedefiniecrde absolute waarde:
ot 5 {iagl b5 dmax {8, - 4,0} 5

f(r-lax{%i, - a 2,0}, max{anz, - ani’O)} .
heeft de gewone eigenschappen van de absolute wearde.
Voor ieder n 2~eldt:

(nax {ani’ - anz’o} y HaxX [an2’ an1’0}>
zf(max-{ani, - ana} , max {gnZ’ - ani}) .
Dus is bewezen:
3t.: |0 |= max {Oﬁ, - C(}. Verder geldt
St.: ol <€ 0.
Ste: o 5) =i - [fl} (uit 4.15).
Stes On +Jdl > Kxi+1;5| (uit 2.13).

ol

1}

Z.34:  Intervallen in de verzameling der reele getallen

kunnen op vewrschillende wijzen worden gedefinicerd.
Indien bekend is, dat o </3 geldt. kunnen we een
open, resp. gesloten interval bepalen door:

ée(fxfi) «x <bB P
e[, /3] > % § 3$f5
Is de orderelatic tussen O en fb onbekend, dan kunnen we
nogz definieren
gqczﬁnﬁw, ( < ~ E< ).
- CE Do~ Ey PR

Deze laatste bepaling stemt, indien CK'(/3> is, met de

el e

erboven staande definitie overeen.
Bt.: XZ“llﬂ{& Pj} ~d= max{()(,ﬂ}—-—?
—  (fefo,Ple= Eely,d1).

Bewijss Indirect.
Onderstel & > en £>[5 ,dan £ >y en £>4
s £ely,0] — ge[o(,[s],
Onderstel é)(., , dan & >0 en E)ﬁ) .
s EelenfBl— £ely 6]

Naast het boven gbceflnleerae sterke'’ open interval
QL FS , kwmnen we ook een ‘‘zwak' open interval bepalen door:

Eefo2 s E elo, ] - £ 2ot E4fD.

4.35; Tot nu toe dachten wi ons de rij intervallen.'{An} R
welke cen recel getal X definiecrde, gegeven door een wet,
die het mogelijk moest maken, a,q en &, te berekenen
voor ieder dindex n .

De verzameling van alle eindige tekenrijen, welke in
een taal met eindig veel tekens (of woorden), op te schrijven



zijn, is echter aftelbear, en de verzameling van de opschrijf-
bare wetten moet danr een deelverzameling van zin. Dit doet
ons vermoeden, dat we, door alleen deze door een wet gedefi-
niderde reele getallen te erkennen, niet het gehele continuum
uitputten. '

Faast dcze, door cen wet sedefinieerde, voeren we
danrom nieuwe recle getallen in, waarvan het nde interval vrij
gekozen mag worden uilt een zekere verzameling van intervallen,
selke zelf door een wet en door de vooraf gaande (n-1) keuzen
bepaald is. LHen dergelifte rij intervallen noemen we een
keuzerij van intervallen [Brouwer, 1918-1919; 1924].

(De oude door esn wet gedefiniecerde recle getallen krijgen we
hierby terug, indien voor ieder n de verzameling van inter-
vallen, waaruit de keuze gemaskt kan worden, precies één
clenent bevat.)

lbteeds moeten de wetten, die de keuze-vrijheid bepalen,
zo peformuleerd zin, dat we een reeel getal krijgen, dwz. dat
altild een volgend interval in het vorige bevat is, en dat de
rij intervallen coavergeert. Um dit laatste te bereiken, kan
bijvoorbeeld geeist worden, dat ieder volgend interval een
lengte heeft, hoogstens gelijk aan de helft van de lengte van
het vorige interval. tebben we nameli’k eens een reeel getal

X gegeven, dan kunnen we door weglaten van intervallen
altid een intervalriy hiervoor vinden, zodanig dat de inter-
vellengten ervan willekeurig sunel naar nul couvergeren.

Ondat bi de gedefiniéerde bewerkingen met reele ge-
tallen stecds het n°® interval van het gezochte getal be-
paald wordt met behulp van de nde intervallen van de gegeven
getallen kunnen deze bewerkingen even goed met de door
keuzerien gedefin icerde reele getallen uitgevoerd worden.

De resultaten zijn dan weer dergeluke getallen.

4.36: Onm het volpgende tegenvoorbeeld te kunnen construeren

moeten ve gebruik maken van de,. ook op zich belangrijke,

3t.:  sen inrrimpende, convergente rij afgesloten intervallen
met reele eindpunten hepaalt één en olechtD één reeel getal,

dat in alle intervallen bevat is.

Bewijs: Noem de reele intervalrij ' Xl,cg ]} met

X& = (clai’ 132) en ;= (lei, d132) . Schrap
zoveel intervallen hiervan en benaderende rationale inter—

vallen voor Xi en 0, , dat voor alle i geldt:
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~i
AR
-1
ij2 = %351 <2
-i voor alle J .
d g1 <2

voor alle J .
o =
ije

De rationale intervaolri

(Clli » d )

bepaalt dan het gezochte recle getal. Dit getal kunien we nu
ook voorstellen door [ixi ,

iiz2

4,.37: Het bliykt nu niet mogelijk te zijn, het gehele continuum,
of ook een interval hiervan - bijv. C s lo,1] -, zoin
tvee niet lege, disjuncte deelverzamelingen A en 3 te ver-
delen, dat voor ieder g,e<3 uit te maken is of §>e A
of §é€i B is. Het is deze laatste, intuitionistisch zo
sterk te interpreteren eis, welke het ons mogelijk maakt een
“tegenvoorbeeld’ te construeren [Brouwer; 1926 pag. 62].
Onderstel n.l., dat )( = A en € B is.

Dan kuanen we, als we reeds Q( e A en ﬁ e B gedefi-
nieerd hebhen, voraen (C*L ﬁ% )/2 , en bepalem wot
zoldt, of “ifé_A of. . Indien het

eerste het geval is, deflaleren we: Oy,q = X' ﬁ%+1 ﬁiL
in het tweede geval: CYl = CK i1 = X’l . Voor alle

i geldt den: Y. € A & B . en

'OL_H-l fll’"‘r‘& B{

41 nu (J {L(X f% ]} (4.36) en bijvoorbeeld 5 e A,
le definieren nu = (/\* } met ZS* = [, ﬁ%n] , indien
onder de eerste n de01nalen van J T geen rutge voorkomt,
CXn = [ﬁ%k,ﬁSk] , indien onder de eerste n decimalen van
JT wel een rijbje voorkomt, en k het rangnummer is van de 9
ult het esrste riytje.
Dan 0Peldt

Ot (gl € A== ‘er komt geen rijtje in TT voor'.

*EE B &2 ‘er kombt een rijtje in JT voor'.

Over het zo sedefinieerde getal kunnen we dus niet be-
slissen of het tot B of tot A Dbehoort, voor we weten of
in JT een rijtje voorkomt of niet.

De mogelijkheid om een verdeling van .C aan te geven,
die de vereiste eigenschappen heeft, impliceert dus de moge-
lijkheid om alle problemen van het type ‘'komt er in TT een
rijtje voor?’ op te lossen.



§ 5 ¢ Dineaire Algebra . )

5.1¢ Zijn gegeven n _lineaire verg eluﬁlngen met n onbe-
kenden Xp...,%x, in de vorms

n
Z84X, = b voor i =4,...,0 ,
. . k=1
wazrrvan de coefficientendeterminant van O verwijderd is,
1 = det
a = e (a1k> Az 0,

dan kunnen de onbekenden, evenals in de klassieke wiskunde,
berekend worden met de regel vag Cramer,

x T Q0
waarbi] dy. de determinant is van de matrix, die ontstaat

door in de matrix <a1P) de ke kolom door de kolom van de

bekende termen bi te vervangen.
fen ietwat abstractere behandeling van het onderwerp
van deze paragraaf is te vinden in [Heyting; 1941, § 2].

5.2¢ Ook is er in dit geval slechts één ovlossing, en geldt
dus:

n : d
~ . . _ - _ ___}};
St. L Vi[kii a5 P = 03] => Viclpy = 5]

Deze stelling lzan bovendien na contrapositie (4.24) intui-
tionistisch positief geformuleefd worden, door zowel ante-
cedens als .succcedens te verscherpen.
Verscherpte eendu1dlgneldsste11J_n,1 n

o C
St LLs q _1[13]{ , k] — q [kz’laik P ~ bi]

o . - ol
.y ‘s n ;i
Beiis ¢ Zij 3 et LBy # é‘]
Stel s M = minor van aik in de matrix (aik)
) n n
Dan geldt: A m. 2 a., x_=dx

Loiml g HETEC LT »
0 2 m, 3 oa. o =dp, Ha 3 m. b ]
dus: . T = : :
1 j= il K= ik Tk 1 1 i=1 il i
— n ‘n
dus: d4[ iiLnll{k " 8y Py - bi}ﬁi Q]

duss 331,1{ sy {kdi a5y Py ".bif}#/ 0], wegens (4.21)
n

dus: 3 jﬁ’kil a5y Py - bi,#’ o] . wegens (4.20).

") De conventie, dat reele getallen steeds door Griekse
letters worden voorgesteld, wordt niet verder gevolgd.
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A

5.%s Ve theorie aangaande p _vergelijkingen met n_ onbekenden
is, evenals in de klassieke wigkunde, te formuleren rond het

begrips “‘rang van een matrix. Ue intuitionistisch verscherp-
te cefinitie hiervan is: onder,’

sen matvix heeft de rang r , indien ninstens één./deter-
dinant van r rjen en r kolowmmen daaruit van O verwijderd
is, terwyl alle onderdeterninanten van r+l1 rijen en kolommen
aan O gel:k zin.

Het voorbeeld van een uit één, om O zwevend, getal a
bestaande matrix, waarschuwt, dat het niet steeds mogelijk

behoeft te zijn, de rang van een gegeven matrix te bepalen.

S5.4%s  Indien van de gepgeven p vergelykingen met n onbeken-

dens n
(1) kiliaik X, = by , voor i=171,...,p,
k= n
welke met gebruilk van de afkorting L.(x) 2 Xy te schrij-
ven zijn als Li(x) =b; , de rang T vekend is, en we dus

een hoofddeterminant h wvan 1r riyen en kolommen kunnen kie-
zen, zodat h & 0O i3, kan deze hoofddeterminant door herorde-

ning in de linker bovenhoek gebracht worden — h = det (aik)
voor 1i,%x =71,..., .
De verpgeljkingen (1) zim dan te schrijven in de vorm:
r n
(2) 5 8., X, = b, = & a.. X
R ] k¢
: =1 e Tk k=r+l 1k “X

voor 1 =1,...,D .
Je eerste r vergelykingen hieruit zijn bij willekeurig gekozen

X gy volgens (5.1) met de regel van Cramer op te lossen.

De oplossingen worden lineaire functies van x geeegX_ 8

r+1 n
) _ hk Fpgporeoa¥y X =1
(3 X, = - , vVoor =1,0..,0
De oplossingen (%) voldoet voor v+l é,q,g n aan

LO(X) - b,l = 0 , indien de qde karakteristieke determinant

ké , welke uit h ontsbtaat door randen met de coefficicnten
van de qde vergeliking (2) (dus met e, voor It =1,...,r )
en et de kolom van de bekende termen Ei

(voor 1 =71,...,0,0 ), selifk aan O is. %Zie hiervoor
(Heyting, 1954, n. 117.

Je gevonden oplossing (3) voldoet dus voor willekeurige

X aoe X aar indien Xk =k = ... = k_ =0 1is.
"y ,X, aan (1), indie Cpy 1 reD o

5.5: 25.: Is daar.mtegen kg = 0 voor uminstens één index

s met s = r+l,...,P , dan bestaat er geen oplossing van (1).
Bewijs: . Onderstel, dat (pi""*pn) een oplossing was.
substitutie van Xpp = Ppgpecee¥y = Py in (3) moet dan
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geven (wegens 5.2) X, = DpsceesXy = Dy substitutie
hiervan in de s3° vergelijking van (1) voor 1+l é‘s‘é D

geeft k,=0. Dit is in strijd met de onderstelling.
Dit resultaat is wesr te verscherpen btot een stelling over

de "'verscherpte noodzakelijkheid van de oplossingsvoorwaar—
den,®

Bt.s 0. [k, #0] -—-—)V A1) A v

cebp—1

Bewijs:s ‘eer door hetop10581ngsproces te volgen.

Z1j kS4#’O . Bubstitueer in (3) X = Ppogoreees¥y = Py oo
Stel, dat dit ovplevert: Xy = QyyenesX, = Q. - Dan geldt

Ls(q_lycan,Cirgpr_}.i’--o,pn) - bS = .._1.:;8. #’O 5
en dus volgt uit (4.19) :

L) = A0 v L(p) -~ b AL (qseeeyQusPpnsesesDp)-Dy

Indien Ls(p) - by A0 1is, is het bewijs voltooid.

Indien LS(P)‘~ bs,é’Ls(ql,...,qr,pr+1,...,pn) - by s,

moet er volgens (4.23) een index i met i =1,...,r te vinden
zijn, zodat pi,a’qiis. Uit de verscherpte eenduidigheid

(5.2) van de oplossing (3) volgt dan

= 3Dy - vy # 0] .

5.6: De gevonden oplossing (3) met n-r parameters
L N EREERE is volledig, dwz.: o,p)

h.(p ..

f( 1° n
St I ﬂt%-phi[L (p) = by } —_%“7f _1£P RA N ]
Bewijs ¢ Uit (5.2) St. I.

Dit bewijs is na contrapositie (2.7) dcor versterking van

antecedens en succedens weer positief te formuleren als de
“verscherpte volledigheidgstelling”s

h. ‘v
st IIe % [ogH 1(131‘*’-1;1 ’pn)] — 9T (L, (004 b, ] .
Bewis : Uit (5.2) 8t. IT.
Hoewel we antecedens en succedens beide versterkt hebben,
kunnen wij toch uit II weer I afleiden, en wel, omdat het

succedens van I stabiel (% %) is, door %en indirect bewijs.
Prylsees,Pn
Bewmijs ¢ Onderstel < =4

Dan volgt uit II: ‘4ﬂ3“ [L (p) ”b 1. Dit is strijdig met
antecedens van I. Dus uit \7/ 4 [L;(p) = bi] volgh:

h, (p ~oyP )
- 1’7" n
— Loy R - ], dus

h.(p eeosDn) “
W‘jg — [ps # =k r+1£ BT, en dus wegens (4.8) ook

h‘(pr'i,...,p )

WQ/i[pi = -2t h' = ] -
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5.7: De afhankelijkheids- en;pnafhankelﬁkheidsrelaties tussen
vectoren - gropen van n reele getallen, (ai,...,an) -
zijn in de intuitionistische wiskunde in scberpere en zwakkere
te verdelen.

Def.: (i) ??ii(o,...,o) .
csy T Y n _
(i1) &a’= E\'fiﬂ[ai =b;] .
(iii) B<£P =z — =1 .
D__,_ﬂ
. - v
(iv) a;é/E*.B,_ﬂi:l{ai Aol .
(v) afhankelijk (&, ,.. ,a ) -

"jf\ A [(\ /7'0

D— f\l,...
. z\

Dit is een belangrgker relatie, dan de zwalklkere,
welke ontstaat door /A ; # 0 door ;\i # 0 te ver-
vangen.
. y - -3 ) -
(vi) onafhankelijk (al,...,ap) 5 afhankelijk (31,"”ég.

4 o

..'f%p #0) -

(vii) vey (Fp,...8) =
5‘\\_/%1’ \ [(,\1,5;0 v...v\ A 0) —>
A z '\ #6’]

(viii) B 3. een lineaire combinatie van (al,...,gp)
3;\’”_,)\ 8 = 2'\ -
1 P

D
. = . . . - -y
(ix) b is geen lineaire combinatie van (ai,...,ap) =
£t

(W]

=3 . . . . . -~y -
—+ (b is een lineaire combinatie van (ai,.",ap)).

D
- . - =y
(x) b vri van (al,...,ap) 5
- P = . P e
5/, 0 B A2 D

Natuurlijk geldt de

Stes Vrj (u - ..,ap) —=> onafhankelijk (ai,...,g )

en : B vri van (§n,..., ) —> B isgeen 1inea1re combi-
natie van (81,.. , & ?

5.8: e beschouwen p__homogene lineaire vergelijkingen in n

onbekenden: | .

(&) 2 =0 wvoor i=1%1,...,pD .
o ik kT
Indien de rang r van dit stelsel bekend is, kunanen wij,

omdat zeker aan de oplosbaarheidsvoorwaarden

= = = = i -0 i
kr+1 kr+2 “ee ] 0 wvoldeaan ;s, een n-r-voudige,
scherp volledige oplossing vinden. We zeggen, dat een
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s-voudige ovlossing te vinden is, 1nd1en het mogeluk is s
vrije oplossingsvectoren te bepalen. Dat we inderdaad hier
n-r vrije vectoren kunnen kiezen, wordt in de volgende
paragraaf aangetoond. Indien r =1 is, voldoet alleen
de oplossing 2 -3 ; indien T n 1s, is gteeds de
X 20 te kiezen, dat de verkregen oplossing X van o
verwijderd is.

5.9: Indien een stelsel van homogene lineaire vergelijkin-
gen een zekere verzameling van oplossingen toestaat, dan
dan zijn alle lineaire combinatiesvan deze oplossingen weer
oplossingen van dit stelsel.

Hieruit volgt:

St.: Indien stelsel (4) een (n-r)-voudige volledige op-
losgsing tcelaab, ‘
(5) x5 g)l(yr 1,...,x ) voor 1 =1,...,7 ,

dan kunnen We voor (x r+1""’xn) kiezen (1,0,0,...,0),
-(0,1,0,0,...,0),...,(0,0,0,...,0,1) , en dan zijn alle op-
lossingen van (4) Te schrijven als lineaire combinaties van
de, met deze (x ERRETEN ) uit (5) verkregen, vrije oplos-—
singen qi,s..,qp . Anderzijds zijn natuurlijk al deze
lineaire combinaties oplossingen van (4).

Bewijgs Ty namelijk <p1’”'°’pr’pr+1""’pn> 7 P een
oplossingen van (4), dan stemt

N -3 -y ) .
Don- s & lny 4 e
Ppo y * Pro @ 4 + P, 4, met P in de laatste
n-r componenten, en dus wegens de volledigheid van (5)
cok in do eerste r componenten overeen.

5.10: Voorbeeld: 8%y + 8%, = o .
Geval A: De rang r is bekend.
1° r=1. 2 a, A0 1is, dan is Xy = - ;2 X
een van O verwijderde oplossing voor 1e§er
x, met x, 40 .
Zo =N A0 1is, analoog,
2°. r=0. Ieder van O verwiyderde vector %
is een van O verwijderde odnlossing.
vevnl B De rang is onbekend. Dan is niet steeds een van
3 verwijderde on10551ng aan te geven.
Tegenvoorbeeld: Definieer hiertoe
als (X en fl in (4.17).
Indien a;, =0 en as # 0

2

&g en a, ,

is, moet gelden

thz o, indien ay, =0 en £ # 0 1is, moet gel-
den Ty = O . Zolang we geen van deze beide moge-~

1ijkheden tunien uitsluiten, kunnen we geen van )
verwijderde oplossing aangeven.
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Ook van het stelsel
8%, + 85X, 0
&1X + a2x2 =0 .
met on dezelfde wijze gedefinieerde a, en a,, kunnen we,
hoewel zeker alle minoren van de orde 2 gelijk aan O zijn, en
de matrix dus noolt een rang 2 of groter kan hebben, geen van
g verwyderde oplossing aangeven.

5.11: el geldt voor het stelsel (4) de zwakkere
S5t. ¢ Zjn alle minoren van de orde s gelijk aan O met
s {n, dan geldbt: -— -— (er is een van O verwiderde oplos-—
sing).
Bewis: Onderstel:

19, er is geen van o] verwijderde ovlossing.

2°. de rang ven de matrix is s-1 .
Dan bestaat een scherp volliedige oplossing met n-s+1 para-
meters, dus zeker een van o] verwyjderde oplossing.
Dus 2° — — 1°. Dus 1° —» — 2° . Dus is de rang niet
s-1 . Dus ook ieder minor van de orde s-1 is gelijk aan O.
Op deze wijze van s-1 op s-i-1 overgaande bewijzen we, dat
in ¢e onderstelling 1° alle coéfficiénten 8y = O moeten
zijn. DMaar dan is er zeker een van o} ~erwijderde oplossing.
Dus is 1° ad ab -irdum gevoerd.
Dus —— — (er is een van O verwijderde oplossing).

5.12: Klassiek geldt de stelling :
st. 7 Is ieder van p+l vectoren bi""'gb+1
combinatie van p vectoren al,s .,ap , dan . zin deze

)

een lineailre

LR bp 1 onderl ing afhankelijk.

In de intuitionistische wiskunde geldt deze stelling
niet. dLen tegenvoorbeeld, uit vectoren met slechts één com-
ponent en met p =1 opgebouwd, is als volgt te construeren:

31 51, ?i 5 X en b, = ﬁS , waarbij OC en fs
de in (4.17) gedefinieerde en in (5.10) gebruikte, om O zwe-
vende, getallen (daar a; en a, genoemd) zijn. De in (5.10)
gcvolgde gedachtengang leert ook nu, dat we niet in staat zijn
de gezochte, van O verwijderde, afhankelijkheidscoefficienten
}Jl en jh o welke aan Mg X+ }12{5 = C voldoen moeten,
te bepalen
Wel ds de zwakkere stelling te bewijzen:

VAR - E Mg 1 —

~—> — onafhankelijk ( 1,"-93§+g )
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Bewijs: Afhankelik (Bp,...,8, 1)

=3 . (g #O v oou v pr+l AO) &
D= Pom p+1

) }"‘J =31
Maar dit isesquivalent met:

[Py A0 v euv v JL g AO)
p+1

-3 My ?\Jkk-ﬁj.

J=1
Om }ij-'-,}l . te bepalen, die hieraan voldoen, is het
zeker genoeg, &ls we een van g verwijderde oplossing van

(wli}

j'}‘\,...? = bt

P+
(6) 3 rAjk}ij:O YOOT K = L,.v.,D
5=1

aangeven.

Maar hierop is (5.11) toe te passen en dus geldt:

—y — (er is een van 0 verwiiderde oplossing van (6)).
Hieruit volgt direct door dubbele contrapositie
— — (afhankelijk ( B,,..., B’p+1)> :

Dit kan verzwekt worden tot:

ECE A [ By = IEZL N B — = org (By,en B RYCRRY
5.13: Ook de inverse i~nlicatie van stelling (5.8) is
intuitionistisch geldig.

St. : Heeft het stelsel (4) een (n-r)-voudige, scherp
volledige oplossing, dan is de rang van de matrix (aik)

ook .

Het bewijs, dat de rang niet groter dan r kan zijn,
m.a.w., dat alle ninoren van de orde 7r+1 gelijk aan O zin,
geschiedt door inductie. We bewijzen hiertoe, onder zwakkere
cnderstelling, 3
St. ¢ Heeft het stelsel (4) een minstens (n-r)-voudige
oplossing, dan zijn alle minoren van de orde r+1 gelijk aan O.

5.14:  Pewijs:

Az Voor r =n 1is het bewijs triviaal, omdat er
geen minoren van de orde 1+l zijn.

B : Inductie-onderstelling:
De stelling zij bewezen voor alle waarden van r met
2y e s,

Het bewijs voor r = s loopt dan als volgt: Gegeven is het
bestaan van een nminstens (n-s)-voudige oplossing van (4),

a fortiori dus dat van een minstens (n-s-1)~voudige oplos-
sing van dit stelsel. Volgens de inductie-onderstelling zijn



dus alle minoren van de orde s+2 gelijk aan O.

Neem nu aan, dat minstens één minor van de orde s+l van O
verwijderd is. Dan was de rang s+1 , en er zou dus (5.8) een
(n-s-1)-voudige scherp volledige oplossing aan te geven zijn.
Dus zouden volgens (5.9) (n-s-1) vrije oplossingsvectoren te
vinden zijn, zodat alle oplossingen als lineaire combinaties
hiervan geschreven kunnen worden.

(n-s) van deze lineaire combinaties kunnen niet onafhankelijk
ziln. Dus hebben we een tegenspraak geconstrueerd met het
gegeven, dat er een ninstens (n-~s)-voudige oplossing bestaab.
Dus is de aanname weeriegd en moet ieder minor van de orde

s+1 gelijk aan O zijn (4.8).

5.15: Het bewijs, dat de rang minstens gelijk aan r is,

m.a.w., dat er een van O verwijderde minor van de orde r tTe

vinden is, wordt eveneens in verschillende stappen gevoerd.
A+ Voor r»r=n . De stelling luidt dan:

St. ¢ Is G cen scherp volledige oplossing van (4), dan is

er een van O verwijderde minor van de orde n  te vinden.

5.16: Bewijs:
1°. Voor =n =1 .
Het{ steloel (4) wordt dan: 847Xy = 0, voor i= 1,...,D.
Het gegeven luidt: ~
X, ipH0— 3, [ap#01]].
Kies p =2 . Dan geldt dus :E}i[ai A 0] . Dus is er
een vor O verwijderde minor van de orde 1 te vinden.

5.17: 2°, Voor 1n:>1., in de inductie-onderstelling, dat
de stelling reeds voor leder m < n bewezen is.
Het gegeven luidt weer:

" n
N3 l3#o— T, (2 2 #0110

Dit geldt a fortiori voor alle vectoren 5 met p, =0 .
Dus gelét: n=1
N/ 32 -
T3 lE#0 -0, =0 —3,( 2 ayx #01].
De inductie-onderstelling leert nu, dat in de matrix (aij)
met i =721,...,p 3 J=121,...,0-1 , minstens één van O ver-
wijderde minor van de orde n-1l +te vinden is.
Dit zijs h b (gij) nmet i =1%1,...,0n~1; j=1,...,n-1
n
Het stelsel 3 a.,% =0 met i =1,...,n-1 . heeft dus
k=1 T f
de rang n-1 .



Dus is (5.8) een scherp volledige énkelvoudige oplossing (5.
h (%)
Xy =-el5~EL~- met k =71,...,0-1

. ' Cos s as
. hisrven te vinden. Indien wy X, A O Xkiezen, is dit een
van O vervijderde vector. Dus geldt dan:

n-1 hl(xn) .
=P 3 B . 5 0 .

Noem de index i , wearvoor dit geldt:
Uitgeschreven levert dit echter:

3 ° @ ° [ ] L L] [ * . [ o ° /é/' O
4n-1,1 Sty n-1,n
aj 91< tt aJ 9n“1 aj »

Dus is een van O verwijderde minor van de orde n gevonden.

5.18: B: Voor ny T

De Stelling luidt dan:
St. : Heeft het stelsel (4) een scherp volledige (n-r)-
voudige oplossing, dan is in de matrix 8y, ervan, mine
stens ¢én van O verwijderde minor van de orde r te
vinden.

.19: Bewis: Iedere vector 3 , met

L

EAN

P = (Pl""’pr’O”"’O) , Waarbiy voor ainstens 4én index
k , net k:L“”r,%'mnG%NWEMiajsvm

iedere oplossingsvector g = (qi,...,qn) van (4) verwijderd.

Imers steeds geldt:
Pe? % Vg A0
(q gecay
Jaar q = Ek r+1b qn)j5 een homogene lineaire functie
van Q.. a,e.+;Q - Indien dus qklﬁ’o is moet ook min--

stens 4én van de getallen Ap,qse-+9Q, Van 0 verwjderd
zijn (4.23).

In beide gevallen geldt dus T A d. Wegens de scherpe

volledigheid bestaat er dus een index i , zodat

n

T
W2y Bk P T oq Sk P 70 is.

Voor het stelsel
r

ki 85 ¥ =0 met 1 =1,...,p is dus 0 een .

scherpe volledige oplossing. Volgens A is dus in <aik>

4)
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met i =71,...,p 3 k=1,...,r een van O verwijderde minon
van de orde r te vinden. Dit is a fortiori het geval in
(aik) met i=1,...,p 3 kX =171,...,n.

5.20: 5.3 Indien in een mabtrix A
(a ) met i=1,...,P 3 K =1,...,1 .

een van O verwuderde minor van de orde 1 te vinden is, en
indien tevens alle deterwinanten, welke hieruit ontstaan door
randen met de s9° rij en de £%€ kolom van 4 (s =2,..4,D i

t =1,...,n) aan O gelijk zijn, dan zijn alle minoren van de
orde r+1 uit 4 gelijk aan O en is A dus van de rang T .
Bewijs: et intuitionistische bewijs hiervoor loopt zeheel
parallel aan het klassielke.

ik

5.21: Dit resultaat is weer te verscherpen tot de stelling:
St. : Indien in A een minor M, van de orde r en een
minor Mr+1 van de orde r+1 wvan O verwiderd zijn, dan is
ook minstens één van de minoren, welke uit M, door randen
met een rij en een kolom ontstaan, van O verwiderd.

5.22: Bewis: Zij 04 M = \aik
k=21,...,7 . Dan ziin de vergelijkingens:
T
8y My = 841 net i =17%1,...,r

oplosbaar voor 1 =or+l,...,0 .

met 1 =1,...,7 %

2
k=1

Wle definieren nu met de zo berpaald JOSEEE

T . ‘
i = r4l,.0.4D
al _)_, 9 s
il =1 gk M ki voor 1= 141,...,0 .
- i indices.
all all voor de overige c

Van de matrix Af = (a'ik) zin dus de kolommen lineaire com-
binaties van de ecrste 11 daarvan.
Faast Mr+1(a ) is nu te vormen M_,(a’ ) g
taar Mr+1(a ) . Dus Mr+1(alk),Qer+1(a ik) .
Dus zijn indice s en t +te vinden, zodat geldt: (4.23)
1]

Sat H a st °
De determinant lalk\ nmnet i=1,...,0,8 5 k=71,...,1,%
verschilt van ia’ k‘ met dezelfde rijen en kolommen alleen
in het element a_, , Tesp. al g - Deze la'ikl is gelijk

— — ¥ . i 19
aan O . Dus 'a.k| = (ast a St)H Beidé factoren zijn

verwijlerd van O. Dus hebben we door randen van M met de
Sde rij en de tde kolom een van O verwjderde mlnor gevonden.
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5.23: Def.: De (vectorr)rang van een stelsel n-vectoren

-3 -3 . -3 -
o o o = g e 0 0 a
8y 5 y&y is 5 onder de vectoren 8y, L

r vrye vectoren te vinden, waarvan de overige lineaire

zin

comhinaties zijn.

(o T ", -_’
5. ¢ De vectorrang van het stelsel vectoren Byl

= D

(met .gi 5 (aii’“°“’ain)) is r €2 de matrixrang van
de matrix 4 = (a5 ) (met i=1,...,02; k=1,...,n)

is .

5.24;  Bewis: 1% -
Gegeven ai,.o.,a zijn vrijs

DU.SZV (l 9.0091 )El}'—,‘/.a““*"‘) ng /é‘-/O]

l

of: \ y

3

Dus 0 1is een scherp volledige oplossing vén

4, —n T :
- (119.‘°,1r)['f,¥”8.fm¢:3 eon L 1511 alk,q o 1]

r

4 %1 X alk o .

Dus is in de matrix hiervan.een van O Vérwﬁderde minor van
de orde r +te vinden (5.15).

tlle overige 2&+1,...,2p zijn lineaire combinaties
van gi,...,ar . Dus in de matrix A . zijn alle minoren van

de orde r+1 gelik aan O (5.20).

5.25:3 2% —

Gegeven de minor h = laik‘ (met i =7%1,000,r 5 k=71,...,1)
is veriijderd van O, en alle minoren met r+1 rijen kolommen
ult A zin gelik aan o.

Dan is J een scherp volledige oplossing van

. X384y = O met k =171,...,0 .
i=1

. -3 -3 L
Dus ziin de vectoren g5 es8y VTL.



T
ve versel Xingen _zl a4, = ajk voor o= 1,...,0
i= :

7iA 00 T

[)

lossen voor j = r+l,...,p , omdat alle kerakterin-

EUN

Gilelre Jetewmiinanten, als minoren van de orde 1r+1 uit A
el toaan O zin.

vus za de overige vectoren inderdaad lineains combinaties

'y - )
VAL Ay yeee;3
e A

5.26: ve llassielke, intuiltionistisch niet ~ellende stellia,

N R . . . . =3 e
(5.12), dat »+1l lineairs conbinaties b,ﬁ...,bD+1

" van P
4 - y ; M’ N— PRl - By oy - - -
vectoren ai,...,ap een afhankelijk stelsel vormen,

]

B o o B . . L . -3 -3
\\ i:i L bt linecaire coroinatie van (al,...,ap)}.wﬁé

e v o ‘?:)9
1 $ p+1) 5
z2at door coutrasositie over in:

N - . )
~==3 afhankelijx (B

B0 -

EXT . Za 32
onaihankelik (b p+1)

1,.\.«.,

’3--1 °> . . o s . -3 R
- ;\\/[ f~1[ . lineaire coumbinatie van (ai,.,.,aD); .

=

im7e laatste stellingz volrt ool door contrapositie uit de

5

weedo stelling van (5.12) en is dus ook intultionistisch

7 1 3

celdiz. iy kan eclier nist versterkt warden totb

.. . . w3
onafhanke lijk (b.,..,,bﬁ’j) —=3

Dk ) . . . -3 3N -
3 1 [ b creen lincaire combinatie van (al,...,ap>‘

t s

5.27: ien tersenvoorbeeld hiervoor wordlt, met behulp va: een

"’) -‘) Ch i L4 T 4 o
stelsel vectoren a, e¢n &, , wairvan e allantelikieid of

onathankeli jlzheil onbelr:nd is, als volgt secoustrueerd:

(1,1,1) (1,1+a,1+b) , wa27bi a er b oxn

o

i
2
«etnllen zin, waarvan de vershondlw; onbelrend

e

&q ¢
z*ﬁrwnde reelo
is (oveaals in (4.1 (5.10), (5.12)).

R, o= (1,0,0) ﬁ = (0,1,0) , By = (0,0,1) .

9 b 2 ) b ¥ 3
D - v 5

» . 3 3 c e
Jp 1s zeen lineaire conbinatie van gy &1 8,5y indien

1 o o
!1 M1 ‘ £ 0
1 1+a  1ab

is, en dus, indien a # b is.
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Y e aa
?é iz seen linealre combinatie van a; €1 85 indien
o 1 ©
1 1 1| # 0
1 1+a 1+Db
is, en dus, indien b £ 0 is. o
9 . . . . 2 -2 , indien
Y. is seenlineaire combinatic van &, B &p
P ;
o 0 1
7 1 1] # 0
1 1+a 1+Db
is, ea dus, indien a # 0 is.
| solang dus geen van deze drie mogelijkheden bevezen
kan -orden, 1s zeen ?i aan te meven, die niet een line-
. s - S
aire combinatiec van &, en &5 1S.

5.28: el geldt een analoge

stelling, indien we het v

k]

L]

: - . , .
Ziin van (81w-°-,gb> - mede veronderstellen cn antecedens

sn succedens versterken:

3t ¢ vri (31,...,3p) ~ Vrij (ﬁi,...
“*’:EBEZ% [ ?k vrij van (ﬁi,.
Lewijs:  Jeschouw de matrix:
al’ﬂ- ° .
e 4 e o e
a * °
M = psi
.D b1’1 o o
bp+1,1 :

¥
’bp+1>
.21

TP - e e
Ondat al,...,ap vri zijn, is in M en van O ver-

B )
widerde

ainor (kies deze als h = 855 ‘met 1 =71,...,D
J=71,...,0 ) van de orde p %bte vinden, en op dezelfde
wize cen van C verwijderde minor van de orde p+l , welke
alt elementben bik opgebouwd 1is.

Jit (5.21) volgt dan, dat we ook door randen van h
net een v en kolom van I een van O verviiderde minor van
dz orde v+l tunnen verkrijgen. 41 deze minor uit h
voortgebracht door randen met de sde ri) en de tde kolom

zlﬂ_’,l e s e e ai,p al,t

! =

bps 0,0 Op,t
S, ottt b s,0 P8,

0

=]
N . " “3 -
van is bg veyg van  (8y,...,8



Deze stelling is ook neetlundig van
door het begrip dimensie van

wordtb.

sroot belang, ondat hier—

een lineaire ruimbe, positict

bruikhaar

Vzelterne

63

Ver zelijk voor cen gedeeltelijk aet deze paragraal narallel

looende behandeling van dit onderwerp [A. Veyting, 1941, § 31,
6.1: den veelterm f£(x) = anxn + an_ixn—l Toeee w By
heeft de graad mn , indien am,éf O 1is en voor ieder 1 ,
met i > m, geldt a; =0 .

Indien 4én of meer begincoefficienten van f£(x) on O
zweven, 1is de pgraad van f(x) onbekend.

den maximum zraad van f£(x) 1s een natuurlifk getal k ,

zodat voor alle 1 > zeldt a, = 0 . Ieder natuurlik
petal, dat > n is, is dus zeker cen maximum graad.

1

den miniwum graad van f£(x) 1is een natuurlijk cetal &L

zodat er een a, A O te vinden is, met 1 2
6.2: 21 weer f(x) 5 .4 a;% en al(x) = 3 b,x en u >
dan definieren wij: 1‘1 i=1
- s _

£(x) = glx) B\Vriz'l[ai b, ] \Vrl ne1tey = 0]

n - Tm e X n e

£00) AFalx) = Ay qlay A0 ] vy aley 500
6.%: De algorithmus, om f(x) op een andere veelterm

({) 111

ultgevoerd - .orden
ax <+

- a b_x" +
n cee ¥ 0// m™ °

- ¢ e a b
4 + D

indien
Het bepalen van de G.G. 0.

van de algorithmus van Suclides, kan,
tredende resten een onbekende graad heeft,

mislulken.

6.4s In een product van twee veeltermen

of uitgeschreven:

a, A0 , en dus de graad van f(x)

te delen, kan alleen
b
oo m-n
+ bO 8;): X + oces g

bekend, is.

yanneer cen van e

oo dezelfde wige

£(x) = g(x).n(x0

n p . q, ‘
anX -+ °© 5 o <+ ao (pr + ® 0o © + bo)<cqx = s 0 + CO) 9
kan het bekend zijn, dat 8heq T bp q = 0 1s zonder dat
uitgemaakt kan worden, of bp =0, dan wel c, = 0 geld’

(4.17).

O'i"u

van twee veelbermen uet benulo



- 4z -

Uatuurlik geldt ook intuitionistisch steeds

) -i‘-b 5

waarbi als gewoonlik EJGO.G.Llﬂl(’e"d is b.l 0 wvoor 1 < O
en i) p, ¢ =0 wvoor i <0 en i > g Hieruit
volgt onaiddellik (4 21) de stelling:

; =4 ] i ‘ i
Sber e A0 =9 —4 A b Cren & 0] en andersom 00

. beg PO "jj [ 2 r+s - 2y A0 ]
Bewijs: Iy Db,Cg A0 en 1+ s =5k . Den is minstens
één van de drle volgende mogelijkheden vervuld:

oz oay A0

Pﬂjt[%tst%o]

Y- Ty [ PruCsou 7 0]
In het geval o¢ 1is het bewijs geleverd. In de gevallen
fo en y is te concluderen, (4.20), dat ook

By o . o is.
b eyt H 0, r specfclevelu} s ucs A 0O, s
Jeker is dus of a 7 O of Db.icgy 0 met r' 4+ s’ > k.
Uit dit laatste is weer te concluderen of a ., .. # 0 of
brdcﬂ., F£0 net it s> 14 ogl > k .
3 ,
- ] . " e 2
miat termen b, met hp en ¢ uet iy ¢

iiet voorkowen, moet dus Of voor een index J met
) o P eee)
3:+u§d<p+q‘glden )
3f a =bec AHO.
o+q pa \

6.5y Iadlen we een van O verwijderde coefficient &, _+
van f(x) kennen (en dus n-t een minimumgraad van £(x)
is), ruanen we een bovengrens asngeven voor de graden var
de factoren g(x) en h(x) , met behulp van de stelling:
SGer A, L/:/O --—>V [u+v >t == b, =0 v c = 0].
Sewis: 2y e,  #0 en u+v > n+t . Volgens (6.4)
tuanen we r en s bepalen, zodat r+s = n-t en
brc #0 1s. Dan is U + VvV + 7 + S > 2n . Dus zeker
u+s yn of v+rd)on.,

‘Juel, dat a8 3y n is. e weven (4.20), dat
Cq A/ O 1is. Onderstel nu, dat b, A0 was. Dan zou er
een k , et k U+ sy n te *flnden zijn, zodat
a, # 0 vas (0.4). waar dit is niet mogelijk. Dus is
bu =0 (4.8). .

Analoog is, indien v + r » n 1is, asn te tonen,
dat Cy = O moet zin.,
Opmerkiag: Hadden we dus een ontbinding geprobesrd met
P+ Q> n+t dan gold bp =0 v Cq = 0 . We hadden



dus een van beide '.amea schranvea. leruit volgt, dat we

alleen catbindiazen met v « g { n + t behoeven te beschouwen.
N

5.5:  don voorhreeld zije

L4 %
f(x) = &:i5 YR TS S P O

(o]

ndien bekend is, dat 2z # O 1is, is het volgens de

e
voorarjaande stel i o1 -0di;; by het zoeken van morelijke ont-
5 - X

n;
bindingea £(¢) = (). (%) = Lot s cjxa verder te

. 1 N
1=0 J
goan daa tot en net p o+ o = 5 o (5 - %) =

a
o)
7 .

In hnt speciaal belangrijke geval t = 0O wordt de steling:
Is - a. 0
Dus geldt de gtellins:

, dan eeldt voor v 4+ q > n  zerer b, =0v Cq = 0.
e uen ceeltvern £(x) met bekende graad n is alleen te
snthinden in twee vesltermen o(x) en h(x) , indien g(x)

en  h(x) Dbeide beliende wraden hebben (p , resp. ) en

Do o= 2 1is.

o

°
-

o

net bheretuderen var de deelbasarheld van esen veelterm

T .
o . 1
':(};:) = s 0.X

on ecen veelteon
() = Aoagx
1=1 :
beschouren we eerst het eeavoadigste geval, wa-rin bm 7 O 1is.
- &

(Whs

welingsalzorithmus uitvoerbaar ea kuinén we

il
o
N

[N

1
h—

.
fe)
Pt

P
N

-

3
™

b
N’
-

i , . . ) .
c, X een vaelterm met maximumgraad m-1 1s.

i=1 t

onni. Celliagk

—— (x)l “(x) , mar ook

- (x) £ n(x) . g(x) voor iedere veelternm

r(x) g0 . aar f(x) = z(x)aelx) + olx) .

' (%) . Voor willekeurige hi(x) geldt nu
) . () of  slx)alx) & e(x)h(x) .
{ volgt h(x) Falx) , en d.armit
x) zelfs sgen vaa O vervijderde coef-

(w2lor 4.1y, f(x (
Jit dit lactste alterastviet
wear , .at  T(x) - z2(:)h(
Zicient ir val de rde macht van x met If> m-1 bezit.
Dos o geldt ia boide ovallan:

“(x) #glx) . i)

/

5.8: Ia het ceral, dat van de deler g(x) geen van O ver-
W .

widerds betincoelfiic

nt bﬁ1 bekend is, mnmoeten we de delingae-
i
algorithuus veraijden.



Ve oaderste’len uel ~(x) #0 , zodat minstens dén van
v _ ) o
N verwijderde cocfficient . helcend 1s, en pogen een
o W . 1:) i
3 = E X
a(x) = 2 a5
< i=o

Ea zodat
bPQ&leﬂy f(K> = g(x)q<x> geldt .

Indien a4y %0 igs, -eldt, o-dat b, = 0O is, wegens
(5.4), er be Qbﬂau se1 k , met k > 3+ r , zodat
a, &0 ls. Dus woet zaler ggelden j+ T ( n, of

. s .
s ¢ n-r. susvoor j > n-r geldt --dyF 0 en

o ”

dus qj =0 . Dus lunien we stellen

n-r .
AN N . l
alx) = & ¥ .
i) j_:o 1
A3 Updat nu aan
ﬂ s IL). .] ‘fl-I‘ 'k_ .
L oaxt o= 5 b.xY . & ¢ x voldaan zi, moeten de
i::O 1 u «;—-O R
n-r+1l *¢z<cht@ setallen Upopr o5y voldoen aan de

volgende m + n - T + 1 linsaire verzelijkingen:

= g

ba 9y 4N~
= a

bm-lq - ¥ bn q1~ra1 n+n-1-1

1 = A -

bﬂ~21n~ ‘ qm”gnwr‘l + D, qn el m+n—r—ﬁ
Um A . ba = a

PyGp + Dy + by, = ay

+ b = g

v boqi 1qo ul

boqo = 8

e beschouwven vaa de coefficienten—matrix i de minor
hr met n-r+1 roen en kolomwen, waarvan alle elemanten in
de hoofddiagzonaal b 2z 1. }r is dahd 6f zelf verwiderd van

T
O &f minstens %éa van de overige termen ervan, behalve
bn—r+1
r
tinstens 4én elzsnent, dat boven de hoofddiagonaal geplaaitst

is, en dat dus, indien die term van O verwiderd is, zelf

s is ver derd var O . leder van deze termen bevatb

ook van O verwiderd noet zin.
Dus is 6f M # 0 of te vinden een s > r , zodat

bs A0 is. Demelfde ge achtengans is dan voor MS te her-
halen. In ieder geval kuinen we dus een van O verwijderde
sinor van M vinden, welke van de orde n-r+l is. De rang
van M is dus n-r+l .

: Voldoende en scherp noodzakelijk vbor het bestaan van
een oplossing <qn—r’°"’qo> is dus (5.4, 5.5), dat de m



karakteristieke Jecerwinanten K s, alle gelik aan O

1%°7°°
zin. «e vinden dus de stel!ling:
Stes K =0 4 K =02 g(x) [ £(x) en

en : 3‘;1 fhi H 0] =22 £(o) # o(x) . hix) , voor ieder
. celtern h(x) .

<

5.10: Ia (5.8) en (5.2) hebben we dus de vraag of cen veelterm
f(x) deelbaar is door een van O verwiderde veelterm g(x)
teruggebracht ot het (echter niet steeds in een eindig aantal
stappen wit te voeren) onderuoek, of zekere,een eindig aantal,
reele petallen zelijk aan O zin. ‘et van O verwjderd ziin
van 46n dezer fctallen leverde ook in beide ~evallen eea scherpe
ondeelbcarheid van ©(x) door g(x) .

§ 7 Limietprocessen.
Oneindige rijen en recksen van reele getallen.
(Zie voor cen uitvoerigere behandeling van dit onderwerps
(J.G. Dikman, 1952] en de in dit proefschrift aangehaal-
de artikelen van !.J. Selinfante).

7.1;  den fundamentele stelling van de klassieke analyse is de
stelling van de “leinste bovengrens: |

Tedere van boven beverkte, niet lege verzameling V van
rcéle getallen beszit cen kleineste bovengrens, of in formule: :

EXLX e V| .~di"X[xe V- X:'p m] — >

—> g\7’-y[\7fxix‘5 Vo> Xj/ 7le= gb vl .

Intuitionistisch seldt deze stelling niet voor de in § &4
inzevoerde reele cetallen. DPit is de oorzaak van somiige in-
gripende verschillen tussen de klassieke en de, op deze defini-
tie van reeel metal oprebouwde, intuitionistische analyse.

nlassiel volt ult de stelling vaa de kleinste bovengrens,
dat iedere monotone, beperkte rij convergeert, of in formule :

Viley Doag,] - Vile » nl—>3 a[gﬁ a; =a].

De xleinste bovenzrens van de verzmaling der getallen a; kan
namelijk als limes genomen worden.



7.0: Intuitionistisch is het eenvoudig cen tegenvoorbeeld
te construeren, tegelijk togen de stelling van de kleinste
bovenzrens en tegen de stelling, dat iedere monotone, be-

perkte rij convergeert.

Tegenvoorbeeld:

=0 voor ng k

s\nglxvoor n;k. .

dierdbij kiezen we voor k weer het nuumer van de 9 ult het
eerste ‘bijtje? 0123456789 ", dat in de decimale
ontwikkeling van T voorkombt. k 1is dan geen, in een ein-
dig aantal stappen te bepalen, natuurlik getal. k  hoeft
zelfs nist te bestaan, maar wel is voor ieder getal n uit
te maken of n <« k¥, n =%k, danwel n > k geldt, dwz.,
of onder de eerste n decimalen van J1 Tesp.: geen rijtje
voorkomt; precies één rijtje voorkomt, waarvan de 9 de nde

decimaal van T1 is; een rijtje voorkomt, waarvan de 9 nog

védr de nde decimaal van TT optreedt. ‘e noemen daarom
k  het “vluchtgetal van bet rijtjesprobleem’ en gebruiken k
alleen in de combinaties n < k, n=k, n > k als

eenvoudige afkorting.

Bovengrens en limes kuanen nog O of 1 worden, al
naar de uitslag van het rijtjesprobleem. Over de construc-
tieve existentie ervan kan dus nog niets geponeerd worden.

7.3: De intuitionistische definities van positieve limiet,

van positieve convergentic en van het positieve criterium
van Cauchy luiden als volgt:
14 - g = =P
lmanma‘vnwnb%mer a)<2 ] .
Tconvergent {a } =3 .[ "lina_ = a]
n/ D' a n )

*Cauchy { an} 5“¥7};35§f§[ jan+r - an) < g-p]

Voor de positieve convergentie moet dus zowel het
recle getal a ; als ook voor ieder P het natuurlijke
getal n(p) , dat de convergentiesnclheid bepaalt, con-
structief aan te geven zijn.

7ol Intultlonlutlsch zowel als klassiek, geldt
St.: TCauchy {a NS Tconvergent {an}

det bewijs ! ¢—— 7 onderscheidt zich niet van het
triviale klassicke bewijs. Van de vele klassieke bewijzen
* = 7 1is het volgende ook intuitionistisch geldig:
Aﬁﬁn&f 2 (p) liggen alle getallen a in het inter-

n(p n(pl+r



- =T . .
val (an<p> -2 p’ aﬂ<p) + 2 %), dus (indien &y

bepaald wordt gedacht door de rationale interval-

hakeling = ‘ i
schakclin a3 (a 0,4 Pn 2) , waarbij ook
n(p) zo zZroot pnkozen an WC T den dat

| P T
*n(p),m(o),2 = *n(p),nlp),1 S 2 geldt) ook
in het rationale interval
o7Pr2 2~p+2) waarbij de

b .
4 ¥

Pa(p),m(p) .2 ®a(p),m(p),2 *
+2 aan de cxooneni van 2 is toegevoegd om zsker bij stijgende
p  een inkriapende ri] intervallen te krijgen. Omdat deze inter-
vallenrij convergeert, bepzalt zij op constructieve wijze cen
reecl getal a . Lat Tlim o = a meldt, is nu eenvoudig te

controleren.

7.5: e eenduidigheid en de verwisselbaarheid met som, ver-

schil en productvoring ziyn voor deze positieve limiet gemak-

Ieliik door een redenering, =2naloog aan de klassieke bewijzen
aan te tonen.

S6. lina =2+ "linma =a’ .- a=a' .

. S g o

b ° : 1 £ = A :‘l { = b Lo = @
5% limoa, < oa . Tlin b, = b > "lim (&, + b ) =a+Dd
St.: Tlim a. = a --=> “1lim { - = -a .

St | n ' im ( an) i

5t.:  Tlim = a ~ "limt, = b — im (a_b_) = . .

5t lin &, = ¢ mt, =b-—=> Tlim (a] n) a.b

7.6: Indien we ée els, dabt de convergentiesnelheid n(p)
constructief te bepalen moet zijn, laten vallen kunnen we
parallel met (7.3} de definities van negatieve limiet, nega-

tieve convergentie en hel negatieve criterium van Cauchy op-

stellen.

lim a = a =%

_ T —~ -p
r 5 D e T W n \.l I‘“’]* + a& < 2 ] o

- ' \ 3 -
convergent 4 a ¢ = a[ lim 2 = a]

~Canch N T Ny i} -D
Cauchy . a,i = N . e T V/r“anu? a,t L 277]

De axistentie —en de liniet a moet dus weer construc-
tiel asn ve tonen 7ija. et tegenvoorbseld van (7.2) gelds
dus ook woor negetisve convergentie.

7.7: itgaands van de betekenis, die we in de intuitionisti-
sche wistund: a2 de woorden “wvoor alle x', 'er bestaat ecn

x ', “en’, ‘of', ‘nisv’, en “als ..., dan ... (dus aan de
symbolen \ﬂ DR W T e e

hecnten (% 9\ kunneu we onmiddellijk laten zien, dat voor wil-
lekeurige Wlskundige vitspraken A, 3, C, ... P(x), Q(y) ...,
R(x,y) ... zekere stcllingen gelden (2.7, 3.5, 3.6, 4.4, 4.7,
4.21).



In deze parairaph hebben we de volgende stellingen uit

deze "intuitionistische logica’ nodig. i
otadr YA o B()] o OV [AG) ] = W (B ])
Gegeven v/ L LA(x) - B(x)] en WV [A(x)] .,JnKies een
willeteurige waarce a van de variabele x . Hiervoor geldt
daa ala) en A(a) == B(a) . Dus ook B(a)
Dus geldt LB(x)]
a2 3 @] e 7l BT
Bewijs: ~--» : Geseven -— .ﬂ LF(x)] . Onderstel, dat voor
cen zekere a gold »r(a) . Jan gold ook = X[P(X)] . Dit
is stridig met het gegeven. Dus op grond van het gegeven
geldt — P(a) , wvoor willekeurige a , dus ook
n\*‘/x["‘w P(x)] .

- Gegeven \’/X[»—q P(x)] . Dus voor iedere a
geldt -— P(a) . Tas dus voor zekere a bewezen Pla)
dan hidden we cen contradictie. Dus ook uit X[P(X)]
volgt eca contradictie. Dus geldt — EX[P(X)] . Door een
contrapositie volgt uit deze 1aats’Ee stelling:
36,30 ey P ] e —*1\7/ — [P(x) ]
In (4.7) hebben we recds laten 21en
St o lm PO] = Y L [200]
De omgekeerde implicatien

“'“v\V/XEP(X)] —3 ',3 X[—«; P(x)] zeldt natuurlijk
intuitionistisch niet. Uit het gegeven volgt namelijk geen
methode om in cen eindig aantal stappen een a , waarvoor
— P(a) geldt, te bepalen.

7.8: als toepassingen van 3t.% en St.1 respectievelijk van

A e —— 4 (2.7) en 3t.1 geldt nu

Ste: Tlim ay = a sl \7; — \_/.n — vr“am.r - al € 27P]
“Cauchy {an} o= ,.p MﬂvnM7Vi.[‘an+r_ an,< 27P]
*lin a, = a-—> "lim a, =a .

*Cauchy | an}me “Cauchy | an}

fen 1y {an, s waarvoor  Cauchy { an} zeldt, heet ook
nonoscillerend.

- 7.9: Zen yoorbeeld van een wel negatief, maar niet positief

couvergente rij is als volgt aan te geven.

®n

a
n

H

O wvoor n # k.
1 voor n =Xk .

i1



waarby kX weer hot “vlucihitgetal van het rijtjesprobleem” is
(7.2). Do rij { an} convergeert inderdaad negatief naar O .
Onderstel namelijlc, dat voor ecn zekere p gelds

o r*:-% A e - ” ""p
Indien er ecen getal Xk  bestaat, is zeker voor n D> Xk .

v -0 <27P) .,

rt‘an+r
Jus uit onze onderstelling volgt, dat er geen k bestaat.,
Manr dan geldt zelfs voor iecder n
N T - -P
) _ ‘ vrdam«r op <2 I
Dus is uit de¢ onderstelling cen contradictic afgeleid en geldt

N7 = i3, Valiag,, - 01 € 278,
Van de 1y {an} mozen we nict beweren, dat deze positief naar
O convergecrt; dit zou immers betekenen (voor p =1 ), dat
k  &f niet bestond, 8L constructicf te berekenen was, terwijl
geen van ceze ~llternaticven ons bekend is.

7.10:3

St. ¢ convergent {aﬁ} -~ Cauchy -{an} .
Powis triviaal (uit het positieve bewijs): ')
De ougekecrde implicatie ~Cauchy {an} -— convergent {aﬁ}
mogen we intuitionisztisch niet affirmeren. Uit het negaticve
criterium van Cauchy kan niet tot een constructief bestaan van
de limes a Dbesloten worden.

Tegenvoorbeclds

a, = O voor n < k

a, = 1 wvoor n 2 k
et bewis van ~ Cauchy {an} gaat als in (7.9).
Uit "lim a, = 0 =zou volgen,.dat er geen ‘'rijtje’ in
voorkomt, uit lim a, =1, dat dit wel het geval is.

Geen van beide is dus te affirmeren.

7.11:  De rij {an} uit (7.10) is 2-voudig negatief conversent
naar O c¢n 1 .
De definitie van p-voudige negatieve limes kunnen we

als volgt vastleggens

- ; - P =13 -
p=lim a_ = (byyee.,0_) = X/ P, [— Tlim a_ = b.] .
Now D 17 "p D i=1 pmes B 1
Analoog is de definitie van I -voudige negatieve limes:

Teu-lim a_ = (b, baysece) = “o[— lim a_=b,] .
Noen B 172° D \fl_a Asen 2 i

HBen voorbeeld van een O -voudig convergente, voor geen
eindige p , p-voudig convergente, ri is:

d.m.v. dubbele contrapositie (2.7)
5.+ (A= B) —> (m— 4> —-— B).



o, = O wvoor n < k.
o , N
a, = kX wvoor n P k .

7.12: Ook het beperkt zin van cen’ i ){lan} kuanen wij
vositief en negatief formuleren. -

Tbeperkts fa } = r:i \f L a, >
Tbeperit -‘f'xn} 5T E'mv n i aQ}P m ]

ste 3 den positicf convergente i is positief beperkt.
et bewls hicrvon is geheel an2loog aan het klassieke.
sen negatief couvergente rij behoeft niet*beperkt te
0 :

)
H

n 0 wvoor n £k .
a_. = n Vvoor n =k

a .
wt. t wen negatief coavergeube rij is ncgztie:ﬁ beperkt.
Bewis: ot positicve bx,m;)s berust op de implicatie.

SVl - 2T > TV e B nl
Joor dubbele coatrapositic (7 10) volgt daaruilt
et P 0 i M ]
SENY e - 11K 2 = =TV e S )

T
v dit lewvert het bewds voor de negatieve stelling.

N4

7.147 Do verwlisselboarieid met gom-, verschil— en product-

vorning zijn ook voor dozc nagatieves limiet te bevmzen.
St. + T lim a, =1 - Tlin b, =b-—> Tlim (a + Db ) + b

et triviale bow's voor d: positi&v& limiet berust te erop,
dat voor icder p  moldh:

(1) 3,V D, - 2 < 27ty
~~133,‘V,,Ltbm,, Sy <o)y
— 3 V.l +b - G@rml g 279

°

JERS 4

7.15:  du oldt voor all: wistundige ui%svrakéﬁg‘&' en B

3

;;t ® N Ty ey ( .: R “ e T ,f‘;, N ‘ : }3 -

Boinsy meed 3 «,,};5:5;\3v3w ey —y (08 B)
unuu rstols 1% -3 oA 2%, (L)
Jit 2° volgt 4 . Q1T nus °. T

Jit 19 volgt dus - — (4 . BU . str ~3<‘1t E’Wﬁ 3?1 1 Begevan.
Hieruit volpgt dus -~ —y 4 21 5111&100&'; e R ¥ }3» 3 ook

@

3

<
5
i
Cde
=

net 1
it

=y A w—y— B |
e 3 Garaven: sy m— A . ey B :
Onderstel 1°%: A R 2% 8 en 3°: — (A . 3B) .



Uit 19 ¢n 29 volpt A~ B . Dit strydt met 3°. Uit 2° en 2°
volst dus =4 4 o D1t stridt met het gegeven. Uit het gegeven
S %O volot dus - y B . Uit stridt met het gegeven. Uit het
ooV volst dus o= ey (A4 3) . Ult deze stelling volgt
diroct doox dubbele contrapositvie (7.10).

SGe 0 (AW D= C) o (/A — e~y B2 —y—4 C) .

7.16:  Doeme stelling, btoesmepast op () (7.14) levert:
e T P AR T TR 2“<"?’“"1)]
] ' A=(p+1)
“‘“”V“"fLZJp\Vfb 1o = D | € 27 ¢ ] —

Py b | - =D
SRR . {\{7 rl_tanJrr + bn-g-r - (a+ )l K 2 ]

deron borunt Lot bewys veor de negatieve somstalling.
35. 2 lim 2 = =3 ~lin - a, = -a.

s L4 S

Sojs anoloorn lootr dubbele contrapositie.

St. o8 lin o = o~ . lim b = b -+ Tlin b ) =ab .
2t i im b, lin (a, n)

ana dat vour de sonstelling.

[
631
$]
o
o]

7017 oo coendnidisheid van de nezatieve limiet kan met babulp

vonr do some- 8ne voorachilstellingen bewezen wordeno
] T N in £ = I - .._.‘.1]. o = . b b y = : v
B lim 2., , 1i Ay 2 > 1= a2

R L - S - A ./”“: o : : - 2,’ . D % .
crnst i lLt.Wl 1oen lim Y 1l 1s

JREENELY D 14) en dus  Tlim (aﬂ - aq) = "1in O = a-a’
wanr uit  Tlimox o= o oen \ﬁ/ﬁ[xn = 0] volgt x =0 .

N
s x 0, dan was er een p te bepalen, zodat
=D . s N s
Pl > 2% @eldt, en dan was onmilddellifk een contradictic metv

de pogevens e construcren.

g celdt oo - 2t =0, en dus a3 = a' .

7.1%s et tesonvoorbecld (7.2) lecrde, dat we de stelling:
ey monotoon wict daleade, beperkte ri convergeert, intuitio-
niatiseh noch voor de positieve, noch ook voor de negatieve
boorippen mogen ~rfirmeren.

L omelat de stolling .

Ste 2 en monocoon nict dalende, negatief beperktc rif 1s non-

_voldoet aan het negatieve criterium van

7.19:  Bewijs: . willen xantonen, dabt voor cen willekeurige
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.
Do

{

n

[
..&1'1 -

o e

te

DawW

i

b
il
ey

BT

baehulp van

(7. 1”}) en

.
wwv"x

L

I 2

RO

>l is

L]
r hN

-\7/ A ,L a_l ’fv

Lo ..‘“— m \/ ,1 : } FAt

Aodus s,

1+',L ]

- v;

—'n,
stelling
(A ~ ::‘ """)‘

ey — A

duss

)

[3 j.’ mj e
“‘"‘mr -l < 2757 .

volgt hierult imners onmiddellijk met
0) mp (g =y A 4 B = oy ¢)
i S A,

Tl

3 T dat deze bovengrens My berxend 1is,
an de In lmndc:rsﬁelllng nonzren
o T"/ mOT .
- Wijzer
O nu -y =3 3. WrL}a‘ . 2| £ 27 ] te bewijzen
Zaan e d hmloomi sretel me“
’ “‘K." N 1 PR, .
s ey ‘ -8, 2 ad absurdun voeTren.
Ll s 3 ‘1-\7/.1‘ ')_«I" 8 l < N
LIl is echter mqalvﬂ onb (/,7, 3t.2) met 1
h - T -
a. - a 2
\/z'l J.L} "fl' < ]

Poar A1tiid geldu:

\{7,1» = ulagy -

Het succedens hiecrvan is

—

v '\v’n —

Ny

{2

T
Dus volzs uit (7.7. St. 1)

S e
- fi,:l‘ / s

3 }‘;—fl_] —— [:"i

a, l>2 1]*4 \7/ [Ian,

-k
ner an‘ < 2 ] ‘

a 127

aequivalent (7.7. 5t.3) met

AR

. ~k-1
— = Pl -l 7 e I
Uit IIT volgt dus

p—

¥ -Mdvdr{ l

en hierult voor

hasan *ﬁ“‘vi}’r[ |

~. k-1
g T an‘ 2 ]

n=1
k-1
e -2l > 2]

Nu voeren wie als hulponderstelling in:
~ ~k-1
“jr[m’i-:-r -l > 2 ]

en als tweede hulponderstelling

vegens I volgt uit IV

TV %,

IV

v,

‘ 1+Sq - 31[ > 2

~k-1

~k-1
a - a > 2
) ﬂ_"r-Sg il
¢ herhalen deze gedachtengang.

Uit IV volgt vo

- ‘M

IV, — 1.7 ol
e voeren we:r de pmwo

§ * — r

IVE: d o
an

X )

A j
Jegens I volgt uit IVE*

Vgﬁ

or n=1+sl,

~k-A
. _
L4+ a1+s l > 2 ]
ader“‘“elllnperw ins

~k-1
1+S?+1“ - 1+s,l > 2 ]

o k-1
148 +8y %148 J > 2

H

s — -~ "k”ﬂ_
l’_L-&'S 145, a1+s ; > e

en dus door contrapositie:

ﬁ\dx‘{ sam«n:* -

a 1<27™]

— =\ [la

n+r

- agly 2.



Dit net V, saen levert

1, s 48, T M > 2.2 .
e herhalen deze gedachteng?nw t uaal met t > 2k+1.(mo~a1)
leiden zo uit IV, coay LV af.
T ! -k-1
JI-t" ‘31+S'+. ° -'}‘St - 71 > t 2 > m -

gn darruit:

a1+s;+...+sé :> By -
Uit pecit cen contradictic met I
, enz.:
TaIt™ .t LT AL (Het symbool A\ words
weer als wronting voer de afseleide contradictie gebruikt
(2.2).) dicruit volgt dan
facnowmwl o s AN
Jaanult volgt net behulp van (7.15)

L A VAN

¢ bewczzn dug recds, voor willekeurige mo

I o~ Ld IID = AL .
of
R e Tt T AL QaCole
7.20: Do ovorgan; van de theorie der oneindige riyen, met als
centbrile begrlpgeq 2 = Flin o, » nair die der oneindige
reelkisen, wet de centrale B?g%ippen b = *3 b, s gaat op de
gewoie wyze via de o van de partiele n=1 sommen
S, = _% bn en L = i}im g

n=1 N e

7.21: we speclale convergentielenmerken voor oneindige reek-
sen et vositicve termen orden afzeleid door majoreren ast
beirende positiei counvergente recksen. Zi blijven intuitionis-
tisch welden en leversn, positief geformuleerd, de positieve
convergentie van de recksen, wa.rop zij toepasselijk zijn.

7.225  als voorbeeld hiervan gelde de stelling:

1

N - R i
e 2 Vel ¢ 1 {1} *converg. 2 u_ .
LTl Y n
i 11'\' n=
:393@251 N . n
g r b -+ 104 oy - oy
/L oemeets (] 1] . stel s, = 2 u .
o ul’lt +r ®Dp=1 B

Dan geldt voor ik > ng ot

+D-11,

A= : m+‘l~-qb
- = P 1 2 sy
Smrr T Sn n < Yo o, " 1t < ﬁ 1

n=m+1 S izu+l-ng
Door m groot te waken is deze van T onafhankelﬁke boven-
grens willekourisg te verhielnen. Dus geldt +Cauchy ‘{Sm} en

.|

dus ook (‘7.!4s 7.20) Tconvers Ll wo.
n=1 ‘



Op analoge wijze kan de geidigheld van het convergen-
tiekenueri van Ranbe en van vele andere kenmerken aange-
toond worden.

7.2%:y  Ook het algemene convergentiecriterium van Xu.mer

(2.8, Xwumer, 1835] blift Weldig in de vorm, waarin Kunner

het oorsvpronkelik alfgeleid hecft

St s \gf u, :} 0] ’“\/n. > O] ~ Flim bu, =0 .
:3 MW]. Poor ﬁiii;{ = Ppyrad :> 1‘\> 0} -
RN Teonvergent i w .
Bowliiss ast o
75 oD TRy > 2 > 0] .
S rhTn +r U& il n +r+l

Yo laten ter verceunvoudiging van de indices de eerste n
termen wegen krijgen dan;

- - llr ’ °
R L > > 0]

en dus voor alle r

brur B br~ r+l >> “ur ) :> 0.

Hieruit volgt door omtellen;

b U. - b > 3 @ o o

rr D r+p Ypgg *+ * ur+p>

ofs

" brur

..L i S - = o 0o @ < ' %“-
T+D Sp Upyg * + urfp

Uit T1lim b u

1

O wvolgt dan direct Cauchy-{sr} en dus

I‘r Cry
ook +convergent 2 U, . We kunnen ook in I de term
n=1
b u niet schrapmnen en krijgen dan:
T+D T+D rap: 18

bru b u
s -8 = u ..+ U I MMTEEPNEiR
+p T r+1 4P i

. N s

Als we nu in plaats van "lim blur = 0 , veronderstellen
*converg{brurLs dan geldt ook “Cauchy 1b u } en dus

] Mt ] oD
*Cauchy {s } en YTconvergent 2 u. .

T - R i

i=1
7.24: Klasgssiek kan de voorwaarde lim brur = 0 , zonder
toevoegen van +converg b“ur , weggelaten worden [Lini,
A

1867, pag. 59].
Uit I volgt dan voor r =71 =

s, = & <: it
. Y
De intuitionistisch niet“geldige stelling, dat een mono-

toon stiigende, beperkte rij convergeert, voltooit dan het
bewijs.



7.25: iateressan.er noeo is de wijze, waarop, omdat
le disJunctie ‘‘een resks is 6L convergent 6f diver-
zent © alet te affirmeren is, het door rringsheim
L. dringshedin, 1916, 1,2, ca:. 373] voor deze
zelfde stellin;; sezeven bewis iatuitionistisch

niet seldig is.

~y

Vit bew,s luldt:

stel ¢, 7 /b, . Dan krist het segeven de vorm:
u L
jal i1 .
e —C‘-iw > g > O  wvoor ieder n .
n n+l =
bus 2eldt:
L
2 el
C
°n “nl
of:
“ned o Cnel
1 ™. e
“a °n
Indlen dus 2 ¢ coaverment is, 1is de stelling
n=1 -
bewezen.
o0
Incien dzareategen 4 Cy divergent mocht zijn,
S i=1
Stellen we d_ i?icp, Het aegeven wordt dan
a -3 4. °
mn o+l +
of: . 4
LB 0 N\ a > 0
S .
Unpr  Shpa /0B
of II: u,
‘l N
- e i i 1 ***** > O -
a dy (1 + g
n-+1 n+l

Ve stellen nus p, =71, P, = (dn + 1)Pn_1 .
Hieruit volzt direct: D, > Pp.q

_ Pn - Pn-1
dn = o s
n-71
© P
en 1 - a*ﬁ:--‘-' =1 L 7-~o—~o~p'~~w- = 5—---1'}1'%—-‘5—— .
n+1 Pl - N n+l n
Jitgedrukt in {o,} wordt LI dan:
TIT: o S R = U G
Y41 Ppoq Pnyl T Pn
Py = Pu_
Btel nu a_ = ~55~~1Jl~; -t L %m
’ D PpoaPy Ppa n
Dan gaat LiI over in:
Eﬁmw - %a 0
Unyl sl
of:
Tnsl ¢ Tnal




CIQ . -
Sen bewijs, dab 2 8, convergeert, is dus voldoende on de

=1 s N .
convergentie vin Al u, aan te tonen. liaar
n= '

m (..

i a, = S . Dus hebben we slechts te Dbewijzen, dat
=2 2 P “m
*14y 3 = 0 is. Dit volgt uit:

- Pp

k Py = P 0y = Py 1

S B AN Tl = SN SR I

D 1 k 1 k

i=2 * Py r-1

wat geldt, daar { pi} monotoon toeneemt. Uit de divergentie

van 2 d; volgs dus lim p, = ©°.
kosen

2.26: Prof. Srouwer [L.i.J. Brouwer, 1925, pag. 6] gaf een
tegenvoorbeeld aan, wanruit blijkt, dat inderdaad het crite--

riun van Kuwmer zonder de extra voorwaarde ~1lim bu, =0

L 110 X ULS e

of +convergent brur intuitionistisch noch positieve, noch
<

zelfs negatieve convergentie van 2 u, waarborgt.

“n n=1

Zij u, 3 2 voor n #£ X

u, 3 1 voor n = k , waarbi] k weer het vluchtgetal
(7.2) van het rijtjesprobleem is

u

Zi by =4, b B,

1] ol DUy e
Dan is bn+1un+1 = bnun - U b,_.Lu1 = 2 en dus

1

o, 1 _ - 1
bau2 =2 -3, b5u5 =2 - T-F
Zo doorgaand vinden we:

11
bk-1%~1=2"(z+g+~»~+-af) > 1% ea aus:
bkuk = bk-iuk_i - uk‘> % . en verder:

k+pu'k+p/ 2 (-——-“-sr + oee. + "“T{:“ﬁ) > 0 .

Onafthankeliyk van het al of niet bestaan van k zijn dus
alle getallen b > 0. ;
et deze getallen br voldoet dus de noch positief, noch

A o
negatief converzente reeks 2 u, aan het criterium van
Kummer. -

7.27: Abcolute en onvoorwaardelijke convergentie van reeksen.

LAl

+
Def.: absoluut convergent 2 a,

(w21

+converg b | ak[

k=1
+ i < + <5
onvoorwaardelijk convergent 2 = converg 2 a,
gon XD k=1 £’

voor ieder herordenlnﬁ (bij ieder 8, moet constructief de
bijbehorende a;} Te bepalen zi ar !
8y D ziin en omgekesrd) { @k} van {ak} .



4~ -
. 7 absoluut convergent 4 gy

+ "
T onvoorwaardel ik
k=1 7 <

converg 2
k=1
bew.ig: I@dur absoluut convercente recks is zeker convergent.

i LA
o

ak.

Joodue 4 oa_ =38 . 2§ X a! eea Therordening hiervan.
k=1 " i=1 Y N
-~ . b - "J‘_
Ja ls voor gageven = > 0O een N te vinden, zodat:
1 .
e = 2o < %2

1o Jl
. e C e - L
21 rTevensas

sles na voor L heb naximum van de getallen j  waarvoor

al e oa, selds, et ko= A,2,..0.050 . Dan geldt voor m >,§i
J S m - v

s - 4 8ty P &
LiLers 3=t .

I - U n ;

ls - 2 Sl ' (.) - Za,}ﬂ Eak— u‘a?’

g ¢ Yot v o= j=1 9
{72+ B e ,

foor de immlicaties
L . R )
onroorvaardel s convergeat Iy )

K-y K
L)

oluus converment 4 a,. , 1s noch een bewijs, noch een
LT A

tegenvoorbesld bekend.““"1

Tab

O]

o

s . + =
G:  Ult de praeaissen convergent 4 &, en

" . k=1 k
"beperkt 4 |a, Tunnen wij niet concluderen:
+ k::l ' r{‘_:
onvoorw:ardelilk convergent 2 &y -
Degenvoorbeclds k=1

A N S S SR S
w T 15 16T 16 T15 TexT

[
‘e

ae . -1 . .
Sy sroep nesbiat uwit 2 termen, ieder absoluut gelik
n7
-— 1-"1 e . .
acn 2 N en o0il beurten met positief en negatief fTeken
de

voorzien, indien de n o decimaal van J1 niet de laatste 7

ult het ccrste rijftje van zeven 7's i1s. Indien dit wel hat
s . de
reval mocht zijn. aemen we voor de termen van de n zroep de
. . —{(1N—- .
ansolute waarase 2 (n-1) en weer wisselend teken.

. de .
w so1 van | ax | over de n - gcroep 1s dan

51 =2{n-1) _ - n-71)

2 = 2 , indien =n geen zeven 7's geval is,
2n~1.2~(nn1) _ 1

Sl

, indien dit wel het geval is.

indien zeen zeven 7's getal voorkomt,kgonvergeert dus

e

4
W&
k=1 T em + k=1
ay iz in ieder geval “convergent naar 1 .
Van 2 a8} kunnen we echter de positieve convergentie
k=1 “

. s . ; o
la, | tot dc son 2 . In ieder geval is  2.1al everit.

4



e Y

niet affirmeren, indien we vOOI j?aﬁ:} de herordening
i 1 1 1 -

o - [ T S

IR I - ST o
walle ontstaat, als we eerst de positieve termen

vsehrijven, dan de eerste overgeslagen

v o o

tiezen,
van de eerste sroep
nesatieve term, dan de positieve ternen ult de tweede groep
en de tweede overceslasen teru, en 20 voortzaan. 1

De wozel k voor onbepaald ioge n voorkomende n°C
croep positieve termen, WRALVoor N eeil Zeven 7's zetal

1""‘9- -\ - q..) - .
is, heeft de sou 2572 ( + . ve kunnen dus nie?d

gzezgmen, dat de reeks aan het positieve criterium van Cauchy

voldoet, en dus svenmin, dat hj positief convergeert.

7.2%: e herordeningsntelling van diemann [M.J, Belinfante,
1938 } . " o
: . 5 L -
st @ Indien & e Tcouvergent is, maar 2 =S
k=1 _ k& ~1‘

t3ivercent, dan is b ieder recel getal + een herordening

fall van de ry {a,; te vinden, zodat in de zin van posi-
:~‘ (/ . . . -

tieve coavergentie 3 a) =t szeldt. Hierbl gebruiken

R i aax k=1
we do definitie:

Def. ¢ +diverl»;ent 2_.1 Uy D\/’D'—j*\ 7 n \NL’ Z,L Uy ‘

e

b

Bewis: et tlassieke bewjsi{moet ov drie punten aangevuld

worden om intuitionistisch bruilkbaar te zijn:

1°: De Tdivergentie van de deelreeks der positieve termen

en van die der negatieve termen moet positief bewezen
worden.

2%, Jiet van ieder term 2y hoeft ult te maken te ziin,

of deze positief, dan wel negatief, of 0 is.

v llet van ieder geconstrueerde partiele som hoeft uit
te maken t: zn, of deze het gegeven getal t over-
treft; of nie’.

20 en 2% laveren welnig moeilijkheden, omdat de be=
schouwde getallen daa toch zesr dicht bij O , of bij t ge-
legen zﬁn.

Voor peseven £.>0 c¢uoieder Xk geldt minstens &én,

nisschien twee, van de volgende uitspraken:
2, < 0 3 >0 of ta 1 < & 2k

‘e kunnen dus vonr icdere & > 0, de termen van de reeks,

soms met willekeur, venrdelen in een i oositieve, ecen rij

nogatieve L%}ubﬁ i ultaondcrlngqtbrmeﬂ,

4QDQ 1onuas . Z. a, = 8 a = g oo
R R R AL
1l n n n
é’;i 8 — Sf y zi? a — “'S‘a 19 _ - oF 3
'y s ¥ “ - T &, = .
R L L A T TR O Rk

B I T ——

[R. Courant, 1934, Vol. I, pag. 574]
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Thorordening {

s voor L, ees
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g8
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e

in de aatuurlike vol sorde,

indion het ontokoead is, of

‘D

cN
a; }

N
&

i=1

dat

zolsng onbekendheld en ong

kozen posgitiecve berm a,

, va
term - 20 doze bestaat - welke in {ab} voor &
ERS

4saler meldt dan

seschouy

e

a &' reapectievelijk alleen over

en de uitzond@ringstermen word@n
{ & en dus ook i<“.,

o
>

& > O en bepaal m(O(,t ) , zodet
s -s,{ <& , als ook
nu voor n » m(ed,€) :
Ciqﬂ < = Q Dus geldt:
<:[st + 2 &, daar:
n dus: s > X -& .
£ .
en der positieve, als die der nega-

a,}v bepalen wij nu als volgt:

de pOolthVP termen van E 8y
k_..
70 lang < t is. Ook,
O
2 al 4\ 5 isS maar wel balend,
i=1
voogen w2 nog positieve termen toe,

Va de laatst co-
schrijven we de eerste uitzondaringe-

staat.

elijikheid gelden.

1

Voor de nu dereikte war*iulp som t, geldt:

[t - +q \\[apQ s 280
‘e herhalen deze tocvoesing met negatievetermsnen schrijven,
vaniger we met laatste nezabtieve term a zeker t gevas-
scerd zin, vecr &&n uitzo nduringsterm achﬁer de partiele som.

dan bereiloe

)5 - 1)}!

Afwissellend oo

Voor da

dezs W’l 173

singsserancn toevoesgend gaan we

in abso
7 &

S

terinen

t 17

H .
dit gehele

&

nrohreikte
Pt
ll,;'*,
Adu herhalco
net

dve

°

v

Il 1»1\‘3
&

2
ringsternen):

maa.n de 1oV,

Dan peldt voor alle

partiele sonm tn geldt wear:
a._ 2& .
pOSltleVO , negatieve en uitzondc-

en alle nog
Dan geldt

door tot a

<
lute wearde <& zijn.
oroces mct de overzebleven Lermen,
(ook% bij het bepalen vai de uitzonde-
n ) n. zedurig

beeindigen vaﬁ hp% tweade proces en

v v & . ¥a het
n < 5 & 2
voor n 3 n_  zeldt dan weew tt -t (3 %02,
Itoratic met @/4, ﬁVB, ese lezvert dus eenherordening
Letin)

b

{ 3
{a ;1 0P, Waarvoor
LTk k=1

¥
ak

positief tot +t convergeert.



§ 8 dnkele Opmeriingen over Continue Functies.
‘ . . .
5.1 s Do definities van ‘‘continu 1n een punt % en

“gontinu in eon interval’ zin intuitionistisch geheel als
in de klassicke wiskunde te geven.

D¢ stelliagen, dat cen continue functie van een con-
finue functie - dat som, verschil, product en quotié"nt van
continue funetics - weer continu zijn, zijn ook op de gewone
manier te bewjzen, indien we de bijvoorwaarde, dat de deler
2(x) #0 1is, vervaagen door g(x) #0 .

8.2 + Ien van de cerste klassicke stellingen, waarvan het
intuitionistische analogon nict geldt, 1s de tussenwzarde-—
stellinz.

Tegenvoorneeld: 4j £(0) =1 f(%) = a f(%) = a ,
£(1) =4 en f(x) lincair verlopend tussen de vier aange-
geven waarden. Dan is voor ieder recel getal a de func-
tie f£(x) voor alle x wuit [0,1] gedefinieerd (d.w.z.
willekeurig nauwkeurig te bepalen) en continu. ‘e kiezen nu
voor a ecen oo O gzwevend getal. Sr is dan geen waarde
x, € [0,1] aan te geven, waarvoor f(xo) =0 is. Immers
indien a < O 1is, ZOU X, < L moeten zijn: indien

L
a > 0 is, zou X, S 'Z?{ moetenyzijn. Z0lang nog over de
ordening van a en O -niets bekend is, is dus x, niet te
bepalen.
8.3+ Direct in te zien is de volgende stellings
St. @ ledere, in cen zeker interval voor ieder recel getal
uit dat interval sedefinicerde, (z.g. “volle') functie £(x)
is in dat iaterval continu.
Bewijs: (zie ook 14.3 en 14.4) Onder de recle getallen x
waarvoor f(x) willekeurig nauwkeurig te bepalen moet zijn,
zijn ook die recle getallen, welke door een keuzereeks gege--
veir zijn. Voor een derpelik getal x  kunnen we wel iedere
1 zin n@e voortbrengende interval aangeven, maar we hebben
ceen overzieht over de totaliteit wvan alle intervallen van X .
Yok naast ieder resel metal x , waarvan de intervalri Ay
door een wet bepaald wordt, kunnen we ons een keuzerij van
intervallen gegeven denken, welke dit zelfde getal bepaalt.
Hiervoor kunnen wij biyvoorbeeld die keuzerij gegeven denken,
waarvan we steeds bij de id§ intervalkeuze merken, dat hij
het interval Ai levert, zonder dat wij van te voren weten,
dat dit 2ltijd het geval noet Zin.
Onze bepaling-op-& -na van f(XO) moet dus geschieden op

grond van onze kennis van het n9°© interval van x (lengte
0

s

'Sn) voor zekere van £  afhankelifke n en moet dus gelden
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voor alle mogcl ke v§ortzettingen van deze deelrij der eerste
n intervallen van T e Bij alle punten x' in een zekere
(f?n<£)—omgeving van X/ behoren dus waarden f(x") in de
gegeven & —ongeving van f(x) .

8.4 3 vennin als we in (8.2) de mogelﬁkheid hadden ecen X
te bepalen, zodab f(xo) = 0 gelden zou, evenmin kunnen we
bij een willekcurige, in ecn afgesloten interval [a,b] conti-
nue functie F(x) , stesds cen punt X, uit  [a,b] aanzeven,
zodat f(xm) de maximale waarde van f£(x) in [a,b] is.
Van twec rolatieve maxima behoeft narelijk niet ult te maken
te zijn, welke van de twec de grootste waarde levert.

sgn genvoudig tegenvoorbeeld wordt daarom reeds geleverd
door: f(x) = _qu 4 4CX5 + 6X2 - 12¢cx .
~12X3%-120X2-+12X - 12c¢ =
“12(x - ) + )(x - 1) .
dgxtrema dus voor x =4+ 1 en X = ¢ . De waarden
s 5 + 8¢ c4 - 602 .
Kiczen we voor ¢ een om O zwevend getal, dan is niet uit

5
~
v
&l
~
I

1

hicrvoor zin r&sp. 3 - 8¢

te mekon, welke van de twee relatieve maxima 3 - 8c en
% + 8c het grootste is, en dus ook niet of het maximum in
+1 of in -1 wordt a:ngenomen. . A

Vel ds hicride moximnale waarde 3 + 8lc|l Te bepalen.
8.5 s Uit laatste is een bijzonder gevan van de intuitionis-
tisch wel te bowiyzen stelling:
§§.z Bij iedere in een afgesloten interval [a,b] continu ge-
definilerde functie y = f(x) is de klecinste bovengrens Y
van de verzaneling W der door v = £(x) in [a,b] aange-
nomen warrden Tte benalen.

Voor het bewljs hiervan meken we gebruik van de intui-
tionistisch geldige stelling, dat iedere in een afgesloten
interval [a,b] continu gedefinieerde functie (dus (8.3)
iederc in [a,b] wvolle functie) in [a,b] gelijkmatig continu
is. Het klassieke bewijs voor deze stelling kan intuitionis-
tisch niet gehandhaafd worden. Het intutionistische bewijs
vercist veel dieper liggende hulpmiddelen en wordt dasrom
eerst aan het einde van dit college gegeven.

Bewijs: Gegeven zij dus: vy = f(x) is in [a,b] gelijkmetig
*cogtinuyﬂd,yuz. . ; ' Cao
A\vANE p:‘jxi,xg[sxi - X2‘>2 S £ G- f@a” {27,
Overdek nu voor gegeven n  het interval [a,b] met een ein-

dig aental Kh deelintervallen I] » Vvan de lengte 2-pn .

1,k
Noem’hﬁﬁ linker cindpunt vaan In,k‘ nu Xn’k en stel
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Dan 1i ' e beeld van 1L binnen
Yn,% 5 f(xﬁ’k) . Dan ligt het gehele n,k

5 3 - —n*{]— ~r a.l s
gan interval Jn,k van ¢e lengte 2 met In,k

middelpunt.
= Wax , e
2T e Ky TR .
- -n-1 _ _ ool
Mn 5Tt 2 My E In

Dan poldt voor ieder n  zowel

[ s EAE il 1
I ‘V;CE {&,b]!‘ f(}{)< ]lfl] s als

I: Ay e [a,b}[ £(x) > n ]

=2
Bovendien is [ ¥4 = ¥y | < 27%7% , en dus m, <: D7

en M g <: i, « De intervallen (n, 1) vormen daarom
PR L.

gen inkrimpende, convergente rij en bepalen dientengevolge

QQT Y ahe Y = 1lim i) = 1lim T o

%bvl recel gd:al n5en S e -"ﬂn ) . ‘

Wemens I is Y een bovengrens van W , wegens IT is ieder

getal klciner den Y smeen bovengrens van W .

oo
O

Verzamelingen, Spreidingen en Soorten.

9.1 + ZSen verzamsling kan on twee geheel verschillende
wijzen bepaald worden, namelijk

1°:  Door het achtercenvolgens opnoemen en construeren
van haar clementen (vb.: de verzemeling van de natuurlijke
getallen).

2°; Door het aangevein van cen karakteristieke eigenschap,
waardoor, ultgaande van cen bepaald reeds geconstrueerd
gebied van elementen, som:ige van dese elementen als tot de
verzameling behorend, andere als niet tot de verzameling
behorend gekenmerkt worden (vb.: de verzameling van de
priemgetallen).

Prof. L.E.J. Brouwer heeft een principicel onder—
scheid gemaakt tussen deze beide wijzen om cen verzameling
te bepalen. '

sen op de cerste wijze voortgebrachte verzameling
nocmen we nu, dit woord voortaan in degze engere zin gebrui-
kend, cen ‘'verzaneling-.

den op de tweede wijze voortgebrachte verzameling een
“soort”’ (Jpezies, specics, espdce).

9.2 1 Verzamelingen.

den achtereenvolgens construeren van de elementen
van een verzameling kan in strenge zin slechts dan voltooid
worden, indien de verzameling eindig is. Voor een oneindige
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veryuweling kunnen wij alleen de gemeenschappelijke ontstaanswijze
aangeve, zoals bivoorbeeld bij de verzameling von de nataurlijke

getnllen.,  Jitpannde van deze verzaneling van de natuurlijke
getallen Ruwalen we nieuwe gemcenschappelijke ontstaanswijzen aan-
zeven voor verzamelingen van andere elementen.

D¢ tot nu toe in de wislkunde belangrijke gemeenschappe-
lijke onvstannswijzen zyn tot vaste schemata terug bte brengen.
Het ecrste hicrvan behandelen we in de volgende paragraph, een
tweede in 5 9.9.

9.

AN
3%
o
[6A:

1
]
QR

PR

3

Q

o
by

e

wij cen spreidinz (ook: lenge, Brouwerian set, spread, déploie-
meug)n sen 8orelding wordt bepaald door twee wetten:

s ‘
1 v de sSpreidingswet 5.

SR

Crs uit velke (e¢indig of oneindig veel) natuurlijke getal-
len het getal 2y gakozen mag worden-—

!%; bl gegeven (al,,..,an) uit welke natuurlijke getal-
len het zetal *nal sekozen mag worden. Op deze (n+1)Ste
trede kan cen keuze ultb cen eindige,of uit een oneindige,moxnindier
(al,,e.,an) zclf door S toepgslaten keuzen zijn,nooit ull eenlege
soort van natuurlike ~etallen toegelaten zijn.

2% de Logvoemingswet 1T

Deze voegt san ledere eindige rij (ai,...,an) van volgens S
gekozen natuurlijke getnllen een mathematisch object Pn; ult
$én of andere val te voren geconstrueerde verzameling toe.
(Zonder verlies van algemeenheid kunnen we veronderstelloen,
dat Pn alleea van a, afhankelijk is.)

Do Zpreiding 2 = 2 (3,T) hLeeft tot elementen alle op
deze w.oze voortgebrachte oneindige rijen (Pi’ st PB’ cee)

9.4 2 Voorbgelden van Spreidingen.

I SI hepaalt, dat op iedere trede ieder natuurlifk zotal
als 8., gekorzen mag worden.
T; voegt aan (ai,...,an) het natuurlijke getal a
toe

Zt hesft dus als élementen alle oneindige keuzerijen
van natuurlijke getallen.
ITe SII als SIo
T.... voegt aan (ai,,..yan) het laatste cijffer von a,

il
toe.
Zpp  hesft als elementen alle oneindige keuzerijen van
cijffers en brengt dus, wanncer we ledere rij, waarin op een
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cgfer ¢ £9 slechts cifers 3 volgen, met de ri identifi-
ceren, waarin c+l staat op de plaats van ¢ ; gevolgd door
een oneindige rij van cijfers 0, de verzameling van alle
decimale brewten x met O X ;} 1 wvoort. |

It Syrr bepailt voor 1edere n, dat &, uit de ge-

tallen (0,1,...,9) 3zelkozen mag worden.

Trir oals g . )
i1t heeft dezelfde elementen als iy Twee 1
spreidingen, welke dezelfde elementen Dbevatten, kuinen daus
door verschillende Wetten«parén (QII, TII> en (SIII’ TIII>
voortgebracht worden.
IV ¢ Het is op vele eenvoudige wijzen nopgelik de rationale
intervallen (paren rationale getallen, d.w.z. zestallen
natuurlijke getallen) eveantueel met herbalingen af te tellen.
Zij een dergelilce aftelling il’i2'15"'° . De relaties
i, € i, , lengte I, { lengte i, 1, raakt (0,1]
zijn dan als relaties tussen m en n te formuleren.
Hu bepalen we:
Sy X 8, mag geozen worden uit alle natuurlijke
getallen m,waarvoor 1 = aan [0,1] raakt.
B: 8, 15 bij gegeven (ai"°°’an) gekozen
worden uit alle natuurlike getallen m , Waarvoors:
17 1< lan .
2% lengte i, £ % lengte i_ .
2% 1 rauct [0,1] "

m
o ] i
Try voegt aan (a1’°'°’an) toe lan .
Sqv bevat als elementen alle met de voorgeschreven
saelheid in lengte naar O convergerende, inkrimpende
intervalrien, welke [0,1] raken.

In deze spreiding komen natuurlijk vele paren inter -

valrijen O =171 } en O = {1a,$ voor, welke voldoen
aan \7]3[ia ~ laﬁ] en dus gel%ke reele getallen bepalen.
Ha identificatle van derselijke paren kunaen we EIV be-

schouwen als een voorstelling van het continuum der reele

setallen x met O *ﬁ X }: 1 . Daf van te voren de conver-—
lengte

sentie-snelheid der 1ntervalrgen doory{ 1 <~ z lengte 1

vastgelegd is, is van geen belang, omdab 1eaer recel getal

ook door cen dergelifke met vaste snelheid convergerende

intervalriy gerepresenteerd kan worden.

an

Veranderen we SIV door aan de eisen, aan de keuze

van &y en a4 zesteld, nog nieuwe eisen toe te voegen,
dan verkrigen wij eea deelspreiding Ziv van ZIV .
Voegen we zoveel nieuwe eisen Toe, dat 8, en &

n
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eenduidig beoparld zﬂn, dan trijgen we cen deelspreiding E%V
van 4y , welwe slechts één, door die eisen bepaald, element
van  Jyy bevat.

riczen e op iedere trede 6én van de door SIV toege-
laten petallen, daa krijgen we een, door deze keuzerij bepazld,
glement van EIV .

fet iaveoeren van spreidingen en van de daarin door
keuazerijen benaalde elementen - welke men zich dus als door de
groeidende rij van keuzen steeds nauwkeuriger bepaald moet den-
ken - overwint de moeilijkheden, welke de Franse half-intuitio-
nisten Dbij de constructieve opbouw van het continuum ondervonden.
o ls lmmers met behulp van een eindig aantal tekens maar een
aftelbare rij van wetten door eindige scquenties hiervan te
formuleren. iIieruit volgt, dat er slechts aftelbaar veel,
individuecl door eindige wetten bepaalde, reele getallen zijn
aan te pgeven, verwijl toch de verzameling van alle reele getal-
len niet afbtelbaar kan zin. Dit werd als vnaradoxaal onder-
vondei.

sen keuzery (zelf steeds onaf, maar onbepaald voort te
zetben) van door de spreidingswet S toegelaten natuurlijke
gotellsn bepaalt het toegevoezde element uit 2, dus bijv.
het toegevoegds resle getal, ook alleen, als ecen onaf blijvende,
wordende entit:it.

V ¢ Vervaagea v in SIV o en ﬁS de eis " i, raakt
[0,1] ¥ donr i < (0,1) ¢, (res Uectievelﬁk' laten vwij
dese eis weﬂ) dan ;erkr1ﬂew we een spreiding LIV , Waarvan
de elementen na identiificatie, de recle getallen x uift
(0,1) voorstellen (vespectievelik: ... een spreiding 3 D?"'
alle reele getallen voorstellen).

snreidingen 2 en die enbiteiten §© , die als elemen-
ten erva: beschouwd zouden kxu.nen worden, kunnen geheel onaf-
hankelijk van elkander geconstrueerd worden. Daarna kan vast-
sesteld orden, dat ¢, € % is. Hen voorbeeld hierven is
het door ecn vet bevaalde getal IT en de spreiding van alle
resla setallen.  Ook kan het voorkomen, dat na de construclie
van de soreiding & een element © van 2 door een S
toegelaten keuzeri bepaald wordt. Van een dergelijke €
staat dus van te voren & e 2 vast.
9.5 Finiecte sSpreidingen.
Def.: len spreiding 2 1is finiet (bounded spread finitary
spread, Tan), indien de spreidingswet S van 2 voor jeder
natuurlik getal n bi] gegeven, toegelaten (ai""’an~i)

een keuze van 8, uit een eindige soort van natuurlijke getallen



toelaat.
Opmerkingen: 1°: Voor iedere n (ook voor n =1 )
iedere toegelaten

en
(al"°°san_1) moet de keuze-soort eindig
zijn. ‘Het behoeft pgeenszins mogelijk te zijn een van n en
(ai,.co,anui) onafhankelijke bovengrens voor het aantal
elementen van alle keuzesoorten aan te geven.

Deze opmerking heeft weinig principiele betekenis,
omdat een gegeven finilete spreiding zelfs altijd door een
spreiding, waarbij de keuzeverzamelingen steeds 1 of 2
elementen hevatten, vervangen kan worden. |

29 "Eindig”’ betekent in de definitie ‘'een
eindig, voor ledere n en Cai”°"an41> vast, aantal
elementen bevattend'’, niet slecchts ‘‘een aantal elementen
beneden een zeker eindig getal bevattend’.

9.6 3 3St.: den afpesloten rationaal interval [c,d] valt
ret een finiete spreiding 2 samen (d.w.z. & is te be-
walen, zodat ieder element van [c,d] met minstens één
element van 2 o¢n wederkerig leder element van 2 met
ninstens één element van [c,d] samenvalt.

- R . . ©° L . .
Bewijs: e definieren /\nmlntervallen als intervallen
~n-71 ~n—
(a.27™1 (a4 2).272 1y

met gehele a . Zij hebben dus de lengte 27" en liggen
dakpansgewijs over elkaar.

§1n~intervallen ontstaan uit :\Tn—intervallenq door van

deze laatste links en rechts 1/8 wvan de lengte af te nemen.
i hebben dus de vorm

(a.2"n"{L + 2““"5, (a+2).2"n“1 - 2—n—5) en de lengte

3,272
e beschouwen achtereenvolgens de E%of,P%w,Psw,...—interval—
len, welke [c,d] raken. Ieder rationaal interval van een
lengte 2=2M=5 45 in minstens $én pd 5 ~interval bevat.
ppeciaals  ileder bﬁ5ﬂ+5~interval ligt in minste?s één
}Jzn—interval en is daar bovendien in engere zin in bevat
(d,w.2z. is er in bovat en heeft er geen elndpunten mee gemeen) .
In ieder |4 n-interval liggen hoogstens elf &L5n+5—inter—
vallen, welke [c,d] raken. 4ur zin slechts eindig veel
Lio—intarvallen te vinden, welke [c,d] raken. De spreid%ng
4 wan de ag7n~intervalschakelingen, welke Lc,d] reken, is
dus zeker finiet. Leder element van 3 valt samen met een
recel getal O met X & [c,d] . Andersonm is ook ledere
X = [csd] door cen element van deze spreiding voor te
stellen. Zij (X immers gerepresenteerd dooT een intervalrij



r : . ,
X = f.lA } . Dan is er een V¥  te bepalen, zodat lengte
A, g 1/8 , en dus ook één of meer Mo -intervallen, waar
A, in ligt. Deze raken [c,d] , ondat A, dit doet. licem
het meest linkse ervan BO - Op dezelfde wijze is uit een A

. - 2N~ .
met lengte 'A‘_?’ é p=?n=3 een HBn—mterval Bn te bepalen,
zodat Av < 3, 1is. _
De in engere zin inkrimpende intervalrij jg ={Bn} valt dan

met :{Anjs samen.

Opmerking: Voor een open interval (c,d) geldt deze stelling
niet.

Uit de mogelijkheid een afgesloten interval met een finiete
spreiding te overdekken, kunnen conclusies afgeleid worden,
analocg aan diegene, welke in de klassieke wiskunde uit de

overde! tingsstelling van deine-Borel volgen.

9.7 : Ook de zelijkmatig coantinue functies op het eenheids--

continuum _[0,1] =zin als elementen van een spreiding, welke
in dit geval niet finiet is, te beschouwen [Brouwer, '1942].

De gelifkmatige continuiteit van een functie f£(x) is
immers tp Torimileren alss

Vi Tpn) Ve 0]

" }f(X{L,) - f<X2>} < 2-'1’1"2]

Het beeld van een o(n >—interval op de x-as heeft
dus een lengte < 0™1~2  ¢p valt dus binnen minstens één
xn-—interval op de y-as. Zo bepaalt de functie f(x) een
drithuetische functie p(n) en een toevoeging aan de ?\
intervallen op de x-as van rAn---‘inte:c'va&len op de y-as.

De gelijkiatiz continue functies f(x) , gedefinieerd
op het ecuheidscontinuum [o0,1] vormen nu een spreiding,
waarvan de spreidings- en toevoegingswetten (voor het gemak

Zhp(n [y = xl b 27—

p(n)”

gezamenlik geformuleerd) er als volgt uitziens:
lste trede: Lies een natuurlik getal p(1) (bl deze keuze,
en evenzo bl de keuzen van p(2),... zijn oneindig veel moge-
lijkheden; daarom reeds is de spreldlng niet finiet).

| Kies bij ieder van de / 1) ~1ntervallen, welke
[0,1] =aken (ap(1)+{L + 3 in aantalg) een -mterval op
de y-as, en wel zodanlg, dat door deze keuze aan twee elkan-
der rakunde 7\ 1)-—11:1tervallen op de x-as twee elkander
rakende /‘ 1—1ntufvallen op de y-as toegevoegd worden.
De totaliteit van deze eindig veel keuzedaden op de eerste
trede kan door de keuze van &én natuurlifk getal a, uit een

oneindige soort (bijvoorbeeld van
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: O & & ' y de
3, = 2p(1)° 3L, g(f);i. l qja , waarbij 'Tfk het k

nriemgetal is, q = 2° T+ 3 en anu het natuurlike
petal is, datbt d2 keuze van het aan het yae A\ (1>—1nter—
val toegevousnde ?\lrlﬂtcfvaL bepaalt) vastgelegd gedacht
woxdoen. '
?ffwxﬂ de: ies cen natuurlik getal p(2) > p(l) .
Wies bij ieder )\p(2>~1ﬂtcrval op de x-as een
;\ —-interval op de y-as, zodab:

1°:  aan twe: elkander rakende /\ (2)~1ntcrval—
len twee clkander rakende CNr%ilqtervallan touguvoegd wo rden.

203 indica cen (2 interval bevat is in cen
~

/\TK4>—int;rval, hot tocgevoegde /\ ,-interval ook in het

toczevocgde ?\ ~-interval bevat is.
de de o do -~ .  de
20y g L Srede:  analoog aocn de 2°° trede.

Z
De functic £(x) wordbt dus, in c¢en tekening gezien,
bepaald door con keuzeri] van tot Tbanden aaneengeschakelde
richthoeken o .. Tedere volgende band is hisrbil in de vorige
band b vat. Do rochthockjes ervan heoben de halve hoogte ¢n
o7 { ')\ -+1)“‘D<—L>§

sen maal zo grote brecdte als die van de

vorise band.

han igdor punt X, OP de x-as (ook als keuzerij van
A ,-1nrv£v 1lon voor te stellen) is nu door de rij banden een
*u;~Lupuadb rij ?\n~intervallen op de y-as , dus ecen
pun v, 0D de y-as tﬁegevoegd. .

ordt ¢ door ueer dan &é&n intervalril voorgesteld,

o]

dan reken de intervallen ven de toegevoegde rijen elkaar voor
iedere n  en bepalen dus cen zelfde punt To *

zoorten .

9.8 & uwen soort S van de eerste orde over sen verzameling
i woedt

revzoacling Voo (bijvoorbeeld een spreiding of een verzameling
ols dc verzameling I'm van de natuurliike getallen) een karak-
teristicke clgeaschap B(x) aan te geven, waarvan het gelden
of nict golden voor de elementen van V  een wiskundige bete-

1

bepaald, door uitgaande van die reeds geconstrucerde

senis hecft,  Wlomenten van S zijn dan alle elementen van V
waarvoor i(x) =eldt.

Hot behoeft hirrbij in genen dele voor ieder element
z vaan V ult to maken te zijn, of I(x) geldt of niet.
Vb. = Zij V  de vergaeling van de natuurlijke getallen ,lin |
en o ds soort van de Fermat-exponenten, dat wil zeggen, de
soort van de natuurlijke getallen, waarvoor geldt:

-x n
Rg(n) = - 3 Xt eyt =20

c
i
2
I
M
=
=
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3} deze soort 3 is gecn methode bekend om
voor ecn willekeurige n € Iin uit te maken of
ne S, dan wel -— (n e 3) peldt.

On een soort 3 van de cerste orde over V
te definicren, is het dus noodzakelijk, dat de verzameling
vV  recds gecongtruesrd is, d.w.z., dat de gemeenschappe lijke
ontstaenswize van de elementen x van V aangegeven is,
niet, dat ieder element van V  of van S individueel reeds
sccongtrucerd is. Zin x en S beide geconstrueerd, dan kan

5, d.w.z. E(x) geldt.

ve verzameling van alle elementen van een spreiding =

rer de veaay stellen, of x €

7N

en alpenencr van een verzameling V ) vormt natuurlik zelf
' ze te¢ bepalen, behoeven we slechts voor

~
g
¥S
s
Q.J
e
@
H.
0%
@
]
0
O
=
)
o]

¢ nemen, element van 2 te zin.

9.9 ¢« De in de vorige paragraph gekenschetste constructie-
nethode van soorten S van de eerste orde over een gegeven
versane ling V  kumnen we beschouwen als een nieuwe gemeen-—
schappel. ke ontstaanawiize van mathematische entiteiten. Dit
geeft ons het rechlt om van de verzameling V’l :f)@(V) van
nlle coorten van de censte orde over V te spreken.

Jitgaande van deze verzameling Vi (of ook van de ver-
enigines van V,‘L met V , of met andere reeds geconstrueerde
verzare lingen) lunnen we nu weer dezelfde constructiemethode
toenassen. Uit levert ons soorten van de eerste orde over
VA1 , waiarvan dus soorten van de eerste orde over V (en cven-
tuecl ook elcucnten van V )  element kunnen zijn.

soorten van de eerste orde over V1 noemen we nu
soorten van de tweede orde over V .

Deze constructiemethode voor soorten van de eerste orde
over Vi , kunnen we nu als een gemeenschappelijke ontstaans-
wime von alle soorben van de tweede orde over V  beschouwen.
2 kunten darrom over de verzameling V2 = Gﬁ (Vﬁ_) = p (@_(V))
hiervan spreken, en hierin weer soorten van de derde orde over
Vv vormen.

jlerhalend krijgen we zo voor iedere n & INn een verza-
neling V. van soorten van de n%® orde over V . Deze
laatste kunnen dus alleen soorten van de orde (n-1) over
V (of voam crde m over V met m £ n ) als elementen
hebben.

Dat cen soort zichzelf als element zou hebben 1s dus
een absurde uitsprazk. Doordat op deze wijze slechts soorten
uit reeds geconstrueerde verzamelingen gevormd worden, kunnen

gecn paradoxen optreden.
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Inclusierclaties tussen Soorten.

9.10:  Zin 5 en I soorten over dezelfde verzameling V |

dan definieren wijs

91 is stork bevat in S, = 52 Sy =
Sy — .«
ﬁ\)‘;:gv[XGDi‘“ﬁX%sz-

8y is zwak bevay in 5,53 Sz 5, 5

= r €8 ~— (x & 3
ey e - ke 8]

Al o { _ I,‘t ot -
datuurlik geldens 5 & 62 —> 9q Ez S5 en alle
govone elgenschappen van de inclusierelatie.

On zrond ven deze inclusierelatie definieren we nu:

' i sReRS)! 1ol Q 3 = 3 = 5 = S, T3 - 3 - 3 .
31 is identiek met 5 3 2 55 S5 5 ‘i "
S i nerus 0E S = 8y =8, = 8 =,3, A S. %5, .
54 1s congru nt maet 5 5 Sl 25 5 Z7 55 A Sy gy

Tree klassick identieke soorten kunanen intuitionistizh
. congruent ea niet identiek zin., Zen voorbeeld hiervan is:
23V de verzameling (cen spreiding) van alle onein-
dige rijen opgebouwd uit de ciffers 0 en 1, zij S’l de
soort van alle clemenbten x van V , waarvoor 6f x pgeen
ciffer 1 Dbevat, 6f in x na ec¢n eindig aantal ciifers O
een ciffcr 1 te vinden is (dus Sl' is de soort van alle
x e V, wuarvoor uit t¢ maken is of x een cijffer 1  Dbevat
-

of nict), zij B, golijk nan 8 met Vx,mrlusellng van O en
1, 3y S% de soort van alle elementen T .

flassielr guldt dan zeker Sl = 82 = S3 . Intuitio-
nistisch geldt natuurlijk Si - 8, en ,-:32 - 875 s naar we kun-

nen niet beweren, dat 55 < Si’ {3‘5 < 82, By E 82, 82 < Sl
n. wal zeldt zeker S —‘z 3 Tz S5 omdat een clemsnt
x = V , d2t nict in 81 bevat kan zin, noch geen, noch

s o e L4 EEN. Yo , . .
ninstens oin cijfer 1 “an bevatben en dus niet kan voorkomen.
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§ 10. lachtigheden van Soorten.

oo

10.1
Def. ¢ [L.E.J. Brouwer, 1924, I A, Heyting, 1929]

VDo sovrten X en R over een verzameling ¥ zin
ge;j_ﬂggggj_ﬁgi er is sen (1,1)-afbeelding van § en R op ol-
kander te construcren.

Preciscring: den afbeelding £ van Q en R noemen
we cen  (I,1)-afbselding, indien bij ieder g € Q &én en slechts
Sén beeld-clement f£(g) = « R en bij ieder r € R 4én an
slechts &én origineel g & Q , waarvoor dus f(q) = r , te
vinden is.

Opmerkings  De ultspraak “f  is cen afbeelding van
% op 7 kan behalve in de boven gebruikte sterke zin - bij
iedere 1 ¢ R 1is cen element g € & te bepalen, zodat
f(g) = r is - cok in negatieve zin gebruikt worden - er
bestaat geen r < R, waarbi geen q € § Dbepaald kan worden,
zodat f£(g) = r is. (Herdoor kan ook de definitie wvan (1,1)-
afboelding van « . op R in deze negatieve zin gebruikt worden -
f is coen eenduidige afbeelding van € op (in negatieve zin)

R, wanrvoor eldb:

£laq) = £(a) —2 q = Q@ -

10.2 ; Als in de klassicke wiskunde definieren we de machtig-
heid van wen soort (& over een verzameling V , als de soort
an alle soorten over V , welke met Q gelijkmachtig ziin.
gen voudige typen von machtigheden zijn.
: Do cindige machtisheden, d.w.z. de machtigheden van die
soorten, welke met cen beginstuk (1,2,3,4..,0) van de ri der
natuurlijze zetallen Nn  gelijtwmachtig zin.
2% Do aftelboar oneindigs _nlgqh.tigheid d.w.z de machtig-
heid van de soorten, welke mat Nn  zelf gelijkmachtig zin.

10
L

10.7% ¢
Uefe & den soort 8 is oneindig 3 5 bevat cen aftelbaar
oneindige dealsoort.

Dioze vositief geformuleerds elgeaschap is sterker dan

dc negatieve, nict van cindige machtigheid te zin.

Tn ds I assieke wiskunde zijn vele aegquivalente defini-
ties van het begrip oneindige verzawneling te geven. De defini-
tie van Dodelind luidt: Hen verzameling S 1s oneindig z er
bestant con echte deslverzameling D ‘; S, zodanig, dat D
en S gelikmachbtig zijn. Klassiek loopt het bewijs, dat de

ll’l’bulth”llStlSChe definitie de door Dedekind geelste eigenschap

-

<



implica2rt, als volgt: ' N
8 zij te splitsen in S' en {a,l,ag,a?.,.} . Kies

D=258"w 1:&2’859"' . De afbeelding f , die de elementen
van S' op zichzelf afbeeldt en die aan a&a; toevoegt a; 4,
ig dan een (1,1)-afbeelding van S op D . )

Dit bewis is niet in alle gevallen intuitionistisch

eldig. let is i:mmers mogelijk, dat we van een gegeven

€ S niet kunnen uitmaken, of s € 5' , of
s = fal,az,a ,...b is. Voor een dergelifx element s zou
dan %‘(s) niet bepaald zijn. Dergelijke elementen s treden

bijv. op, wanneer we voor © het continuum en voor

W U

{al,a2,a3,..,} de soort van de gehele getallen nemen. |
Toor het continuum is echter op een andere wijze eenvoudlg
ecen (1,1)-afbeelding op een echte deelsoort te construeren,
bijv. door de arctg-functie. Sen voorbeeld van een onein-
dige soort, waarvoor geen (1,1)~afbeelding op een echte
deelsoort aan te seven is, is nog onbekend.

Jen deelsoort Sy van een soort S 1s afscheidbaar = voor
iedere s & S 1s ult te maken, of s & Sl , dan wel

s ¢ 9§ geldt.

Uit het klassieke bewijs volgt nu intuitionistisch:
Bevat een soort S een afscheidbare, aftelbaar oneindige
deelsoort 81 , dan bestaat er een echte deelsoort D % 5
zodanig, dat D zelijkmachtig is met © .

10.4s diet van iedere soort S dis uit te maken of S
eindig, dan wel oneindig is.

sen tegenvoorbeeld levert de soort T van alle
priemgetallen p , waarvoor ook p+2 priem is. Deze soort
is wel (door de identieke afbeelding immers) (1,1) af te
beelden op een afscheidbare deelsoort van de natuurlijke
setallen. BSoorten, die deze eigenschap hebben, noemen we
belbaar, soorten welke (1,1) af te beelden zijn op een
willelreurige deelsoort vaa de natuurlijke getallen, aftelbaar.

Ook is niet voor iedere soort S te bewijzen, dat‘: Z0
S niet oneindig is, S dan eindig is.

den tegenvoorbeeld levert de soort, welke alleen het
getal 1 bevat, wanneer in TJT een rijtje voorkomt.

Jvenmin is voor iedere soort S te bewijzen, dat, zo
5 niet ¢indig is, S dan oneindig moet zijn.

den Gegenvoorbeeld levert de soort S welke bestaat

AY e ’
uit de natuurlijke getallen n s die aan P(n) wvoldoen, of

groter zin dan scn dergelijk getal, terwijl — 5/ ~my P(n) ]

(Y

ot
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wel bekend is, maar ‘*-n[P(n)] niet. Voor 2(n)
kunnen wij bijvoorbeeld nemen, indien k weer ‘het
vliuchtgetal van het rijtjesprobleem’ (7.2) is:

P(n) [er komt een ‘‘rijtje’ in JI voor —
-e n 2 k] “

% 11. Ordeninpsthecrie.

11,15

Def.: en relatie x {y Dbepaalt een (ineaire)

ordening in cen soort S 5§ voor ieder paar ele-

menten a,b &€ 8 geldt &én en slechts één van de

ultsprakens |
a <b,

a=>b, b a,
en voor alle a,b,c &€ 5 geldt:
a<d<b b c—> adc,
a { ¢ == b { ¢ |
c {a-— ¢c<b.

a:bl\
a:bA

In een seordende soort is dus steeds uit te

makens _ ,
a=b v a#b.

Def.: len soort 3, waarin deze laatste eigen-
schap voor ieder paar a,b € S peldt, heet dlscreet

Lledere zeordende soort ig dus discreet.

11.2: Op het niet discrete continuum is dus geen .
lineaire ordening te bepalen. Vel kunnen we (zoals
we dit reeds vroezer (4.28; 4.29) gedaan hebben,
d.m.v. de relatie a < b 7 er hestaat een interval
nwrer i, zodat A L B; ) op het continuun
een pscudo-—ordening [a. Heyting, 1925] aangeven,
d.w.z, ecen relatie x < y gekarakteriseerd door de
elzenschanpen:

I ¢ Voor alle a,b € S geldt hoogstens é&¢én

van de uitsprakens
a<b ,a=b,a>hb

1T 3-\7l.a’b,ceg[a:CAb:dAa<b_..> C(d.] .
I1T gﬂﬁf-a,b,c-g_SLa (b ~b{c—> adc]
IV \Y/-a,b a,S[““‘<a >b) « — (adb)—>a=0"].

ab,eeslad b (ale v oo b))

oo

v

°n
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11.%: Is de relatie x { y een pseudo~ordening van de soort
> , dan kan d.m.v. de definitie

adbg-~y (@D ~— (a=Dh)

een nieuwe relatie bepaald'worden° Deze relatie x:< y 1is

dan een virtuele ordening [L.E.J. Brouwer, 1924, II], d.w.z.
zij voldoet azan de eigenschappen I°, II*, III*, IV' analoog
aan de eigenschappen I, IIL, III, IV van de pseudo-ordening
cn bovendien aans

v :"V""asbastmw\(aﬁb) ~= (a2 =Db)—> aZb]

. Het bewijs hiervean volgt uit een paar eenvoudige stel-
lingen over het verband tussen psecudo-ordening en virtuele
ordening.
5t.1s a<{b—-y ayb. Uit I en def.: ¥
5te2: —q (2 &P - -— (a{ b) . Uit st.l.

55.3: — (a d D) = — (a < b) .

Bewijs: Stel a &b, d.ow.z. (1) — (2> b) en

(2) — (a =Db) . laar gegeven is -— (a < b) . Hieruit

uit (1) en uit IV volgt a = b , wat strijdt met (2).

Stols ——— (2 b)) —> (a&b),"a b is stabiel'.

Bewnjs, direct ult de definitie en de algemene stellingen:
~3 == (A« B) — —— A .—— B en

e A = o A

3t.5: a { bz —— (ab). Uit st.2, st.3, st.h4.
Bewijs van I': 3tel a<b en a3 b, d.w.z.

— (a> 1) a— (a=Db) en — (a<d b) » —(a="0)
dan volgt uit IV: a = b , dus een contradictie. 1In de
beide andere gevallen volgt de contradictie direct uit de
definitie. :

Bewijs van IT°: Volgt uit de definitie en IL.
Bewijs van IIT°:Volgt uit IIL, st.5 en |

—y o A A~ B —=> g (A . B) .
Bewijs van IV°: Volgt uit IV en st.2.
Bewlis van V° @ Volgt uit definitie en st.2.

Jegens V° heeft de virtuele ordening symmetrischer
eizenschappen dan de pseudoordening. Maar, omdat zij nega-
tief is, is zi] voor de analyse van minder belang. ir =
bestaan soorten, welke wel een virtuele, maar geen pseudo-
ordening toelaten. '



§ 12. elgeordende soortén.

@

12.1: Hoewel hij later [Georg Cantor, 1897] tot een meer
abstracte opzet kwan, waarbij welgeordende soorten gedefinieerd
werden als geordends goorten, waarvan iedere niet lege deel-
soort een eerste element bevat, heeft G. Cantor in Zijn eerste
publicaties over dit onderwerp [Georg Cantor, 188%] een con-
structieve opbouw gegeven van het beginstuk van de rij der wel-
geordende soorten.

12.2¢ Hea hiexin volgend, definieren we de verzameling van de
welpeordende soorten als volgt:

A:  Basis principe:
den soort X, welke één en slechts één element bevat -
X = {a) -~ 4s welgeordend.
Be  Opbouw principess ‘
L Zin C.‘»(l en U4, disjuncte welgeordende soorten, dan is

ook de soort- .
Cy o= X, .

welncordend, iierbi vevstaan we onder (X, +(X, de geordende

N

som van (¥ , en (X, , d.w.z. de vereniging van de geordende
- . "

soorten X , en X , » 20 geordend, dat de elementen van Cx 1

onderling en die van X onderling hun orde relaties behou-

2
den en ieder element van X 1 voorafgaat aan ieder clement
van X, . “
- = - o -~ .. o .
IT: Vormen “‘\"l"‘""‘“” OQB, ... een aftelbare rij van disjuncte
I -
welgeordende coorten, dan is ook de oneindige geordende som
hiervans: y v (Y

ECEE A4 N \’

\ - \,)\ - ., Y + o o o
- )‘. 3 1 e s 2 -+ \. 5

een welgecordende soort.

=
o

cAe Hamneer we nit van de bijzondere qualiteiten ven de ele-
menten, wsarult we onze welgeordende soorten opbouwen;abstira-

=y
=

ersn, kurnen vwe door toepassing van deze principes de rij van
de welgeordende soorten beginnen met de soorten

12,3, e o0+ 1,004 2,...002,002 + 1,...,033,040
waarbl CJl2 =Ch o . W3 = G L0+ C,Q , enz. gesteld is..

I@d@rffe) uit concrete elementen opgebouwde welgeordende

soort 8 kan nu (1-1)-duidig en met behoud van de ordening
op één van derme soorten S', welke uit abstracte eenheden
opgebouwd zin. atzebeeld worden. We zeggen dan, dat S van
hetzelide type 1s als S' .
Door teopassing van IT op een rij van soorten, ieder van
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hat type ¢ , verkrigen we een soort van het types
. 2
CGOatd + 03 4+ ees f\w{""ﬁ o8
an verder doorgaand, soorten van de typen:

- 2 2 .
(A-}gywd‘?'lgcdz*zyv-'lwz +, W +Qj+1,..-,(&) +U}2"‘
22,0020 + 1,022 + 2,000,022 400,082 + 0D + 1,...,052 + 002,

an generaliter, sourten van alle typen

n n-1 a .
m&nwm an1+...+®al+ o
Door tmpaming* van II krijgen we dan:
3 w
Ca+ W+ ce W .

Hierdbij geldt steoeds: ,

M+L\)gz(.'3 .(.&)-4-()35:(&)5, enz.
Na @)% wecr verder uoorg,aand krijgen wes

W™ m‘”?‘ +«3‘*”’ e

21 “w , L . \vu""‘
Q7+ e ™+ e

"Het welgeordends type € o voldoet aan de vergeliking,
= 66 welke volgens Cantorfs definitie, de & =
mmzmn karakseriscert. len zelfde welgeordend type kan
dikwiils als geordende som van verschillende reeksen kleinere
welgwrdende tysen verkregen worden. [liiet steeds behoeft
hat, irdien de we geordende typen X en @3 verkregen
werden als derg:zlijke oneindige geordende sommen, construc-— -

lwsli]

2

(wii}

|
e
(@)

tief ult te maken te zin of X = P dan wel X ¢ B ’
dan wel X /ﬁ peldt. e kunnen daardoor de opbouw van

welgeordende typen wel voortzetten verder dan & o v maar
krijgen dan cen constructief slechts particel geordende ver-
zaneling hiervan.

12.4: Door transfiniete inductie, d.w.z. door gewone volle-
dige inductie langs dec opbouw van de welgeordende soort,
Janaen we nu cigenschappen bewijzen, welke voor iedere wel—
geordende soort O gelden.
v, L2 ledere welgeordende soort X heeft een eerste
element.
Bewils :  ledere soort met één on slechts één element heeft
’en zerste element, Indien C\( en (\( ieder een eerste
alement hebben, heeft (X = L‘(l +(‘§(2 ebn eerste element,
namelijk het wrste element van {X{ 1
Indien (X ,w 2, +»+ leder een eerste clement hebben,
heeft Y = &q + \X .. 2en cerste element.
‘ﬁws heoft iaf’iﬂre "'algeormnde, soort (X cen eerste element.
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ot. ITs ledere welgeordende soort X is aftelbaar.

s I ledere welgeordende soort X kan gercpresenteerd
worden door, d.w.z. net behoud van de ordening é4n-één-duidig
afgebeeld worden op, een deelsoort van de verzameling Rat+
der nict negzatieve, rationale getallen.

De bewizen van de stellingen IT en III worden gevoerd
door inductie langs de opbouw van & , geheel analoog aan het
bewijs van st. L.

Voor st. III maken we gebruik van het lemma:

Is cen soort O te representeren binnen R&t+ , dan
is O ook tec renresenteren binnen de soort van de rationale
getallen, we

@

lke proter dan 1 zin, en dus, na toevoeging

C . .
% ey 1 - ﬁ , ook binnen de rationale getallen tussen O
en 1 .
12.5: et is niet mopgelik te bewijzen, dat voor iedere welge-

ordcnde soort ¥ deo eigenschap geldt, welke G. Cantor aan
zijn abstracte opbouw ten grondslag legde, dat namelijk iedere
nict lege deelsoort Bf van X een eerste element zou be-
vatten.

Pegenvoorbeeld: 4 (X de soort (1,2) en K’ de deelsoort
van X , welke hct element 2 bevat en bovendien ook het
eleient 1 , Can en slechts dan, indien in de decimale ont-
wikiceling van 1 zeven consecutieve 7's voorkomen. den
ganseven van acn cerste element van X sluit in, dat de
vraag over J1  opgelost is. e kunnen dus de mogelijkheid van
dit aanzoven niet affirmeren.

12.6: Pogen we alleen te bewijzen, dat iedere niet lege, af-
scheidbare, deelsoort E’ van een welgeordende soort
een eersve element bevat, dan 1s het tegenvoorbeeld uit 12.5
hiermec niet in contradictie, omdat we niet weten, of I.EAX
dan wel 1 & X zeldt, en dus niet afscheidbaar is.
Sen tegenvoorbeeld tegen deze zwakkere stelling is het

volgende:  Zij X ae welgeordende soort van het type
Ld? + 1, welke alle paren van natuurlifke getallen, lexico-
graphisch geordend en bovendien nog het getal 1 Dbevat. I

de deelsoort van X , welke dit getal 1 bevat, en
bovendien nog ¢lle paren (a,b) , waarvoor geldt a ) 2 en
b? + bg = b% s waarbij bl’bz’b3 bepaald zijn door de eendui-
dige ontbinding van b in priemfactoren:

b b b by
b =2 1. 3 7.5 5. 7.

Voor ieder paar (a,b) is uit te maken of (a,b) Elg’ zeldt:

- * -



is dus afscheidbaar.

Zen aangeven van een eerste element van X ZOU
echter met het oplossen van het probleem van Fermat aequi-
valent zijn. We kunaen dus de mogelijkheid van dit aangeven
niet affirmeren. .

Het bewijs door inductie langs de opbouw van
loopt mis bij het gebruik van de principes I en IL. We
hebben geen methode om voor iedere a uit te meken, of er
een b bestaat, zodat (a,b) € is, en kunnen daardoor
niet van iedere (¥ i uitmaken, of deze een element van X

bevat, of niet.

12.7: In de intuitionistische opbouw worden de niet gelden-

de stellingen uit (12.5 en 12.6) nu vervangen door:

st IVe 2y X een welgeordende soort en a1> a2> a3>

een dalende rij elemenbten van (X , dan heeft deze rij een

laatste element g
Het bewijs van deze stellen wordt weer door inductie

-

langs de opbouw van X gevoerd.

Bewijs: Indien X wuit slechts één element bestaat, is ch
het laatste element van de rij,

Indien O =X, + O, is en de stelling voor Ky en O,
geldt, dan seldt zij ook voor (X . TImmers, indien

ay € 0(1 is, liyzen alle elementen van de rij in (X 1 en
heeft de rij dus een laabtste element. Indien 2y < 0(2 is,
heeft de mj een leatste element a; , dat in €X > ligt.

Is a; zelf niet het laatste element van de gehele rij, dan
ligt a; 4 in Orfl , on dus ook

8141 > 3142 > al+5> tet
Jeze staartry heeft dus een laatste element in €Y 1 » dat
dan tevens het laatste elewent van de gehele rij is.
Tndien (X = (Xl + C’(z - ff}\ia + «.. 1is en de stelling voor
iedere Q{i geldb, zeldt = ook woor OX . Immers,
ligt in X y dus 1s er een eindige index i1 aan te
smeven, zodat a4 E.-;O(i is. Volgens de inductiehypothese
is er dan cen laatsbe &lement 8y, Vvan de rij, dat in

a4

¢ i1 ligt. Is a1, niet het laatste element van de gehele
r".“ d N 4 - Ml ey 3 3

“qs‘ an ligt 81941 1n een zckere O(i2 met 12< i, .

s 1s dus weer een laatste element al2 van de rij te vinden,
dat in (% is ligt. Is 315 niet het laatste element van
de gehele rij, dan gaan we op dezelfde wijze verder. Dit pPro—

A . . . . s N
ces kan bgh’ger, omdat ... 1y < 1y < 1, < 1, 1s, hoogstens
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et

-

i 1 maal herhaald worden. den van de e\iémé{‘nten 2, met
X g i, moet dus blifken het laatste element van de gehele rij
te zijn. o

Hieruilt volgt dus, dat de stelling voor iedere welgeordende
soort geldt.:

12.8¢ Klassiek is stelling IV aequivalent mets
fGen welpeordende soort bevat geen deelsoort X van het

type R
Q= (°°'9 5, U"y 5, 21 1) .

Intuitionistisch beschouwd is St. IV veel sterker.
st. IV seldt natuurlik otk voor iedere deelsoort X
van een welgeordende soort X .

12.9: 23 X weer cen welgeordende soort, dan definieren we:
Def.: ¥y is cen beginsegment van X = er bestaat een
element ’ c & O , zodab a( de soort is van alle elementen
van O , welke aan ¢ voorafgaan.

St. Vs Teder beginsegment X van een welgeordende soort (X

st s

is zelf welgcordend.
Het bewijs seschiedt veer door inductie langs de opbouwr.

12.10: Zij X weer cen welgeordende soort, dan definieren we:
Def. + & is een afsluitende fundamentele rij van X 5
& is een stijgende rij elementen van X :
a a e ¢ 0 1
a4 < 2 ( 3 < s

e e,

zodat \“\7’ a ’:"_O(:__.:i! i[a < ai] )
St.VIs Iederc welgeordende soort (X bevat een laatste element

of een afsluitende fundamentele rij.
Bewijs, weer door inductie langs de opbouw:

T 255 X :C\’l + O, ; dan bevat X een laatste ele-
ment of cen afsluitende fundamsntele rij, al naar gelang >
deze bevat.

1Tz Oy :(Xl + O, + O+ oo 5 den bevat X ae
afsluitende fundamentele i) a1‘< a2< a3< ver 5 WaATby ay
het eerste slement van O<i is.

12.21s 7y X ocn welgeordende soort en ¢ € (O , dan defi-

nicren wes
Def. : ¢ is grenselement ven de stijgende fundamentele ri

8y < a2< a5< ... van elementen van X 5 <c]

. :Ez_i[a(‘c —p &:‘f( a{

as X
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Bt.VIL: Ieder clement ¢ van een welgeordende soort X
heeft een onmiddellijk voorafgaand element, of is grenselement
van cen stijgende fundamentele rij.

Het bewijs wordt gevoerd door ecn combinatie van
5. Voen 5t. VI

12.12;¢

SE.VITT: Asangaande ieder element ¢ van cen welgeordende
soort O , is uit te maken, of ¢ het laatste element van
C( is, of niet.
Bewijs, door inductie langs de opbouw.
St.1X:  Teder element c van cen welgeordende soort X is
of het laatste element van (X , of er bestaat cen element
d van & , dat onmiddellifk op c¢ volgt.
Bewijs: Iz O =0/ + X, . Dan ligt ¢, of in X4 ,
of in & 5
Zij c E:CXl , dan heeft ¢ of cen onmiddelijke opvolger in
Cxl , of ¢ 1is het laatste element van CX_l . In dit
tweede poval is het serste element van X 5 de onmiddellijke
opvolger van ¢ .
Zj ¢ @, , dan heeft c¢ of een onmiddellijke opvolger
in & 5 en dus in C( , of is het laatste element van <5(2
en dus van X
II: CK:(}rfl+0{2+(>(5+ cee e
Zij ¢ E‘C{i . Dan he:ft ¢ of een onmiddellijke opvolger
in O 5 of is het laatste element van (D(i . In dit tweede
geval is het ecrste element van O 1.1 de onmiddellijke
opvolger van ¢ .

§ 13. Voorbersidingen tot het bewijs van de Hoofdstelling
over Finiete oSpreidingen. Toepassing van de

Hoofdsgtelling of het bewljs van de gelijkmatige
continuiteit van volle functies.

13.1: In (8.3%) werd bewezen, dat iedere, voor ieder punt
van cen interval gedefinicsrde, (z.g. volle), functie in
dat interval continu is.

Hat bewljs, dat iedere, in een afgesloten interval
volle functie daar ook gelikmatig continu is, is, indien
we deze gelijkmatige continuiteit in positieve zin verstaan,

natuurlijk nist op de klassieke, indirecte; wijze Te leveren.
| Intuitionistisch moeten we voor dit bewijs gebruik
 maken van de Hoofdstelling over Finiste Spreidingen.
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13.2¢  Deze loofdstelling over Finiete Spreidingen luidt als
volghs

2 gegeven: ien finiete spreiding 2 = 3 (8, T

sen constructieve methode M y Waarvan

bewezen is, door een bewijs 3 , dat zij adn iede? element

(al,az,aa,...) € 2 een natuurlik getal m(X) toevoegt

Dan is constructief te bepalen: den natuurlik getal W
(afhankelijk van 2 en M , maar niet vanfx ), zodenig, dat
voor iedere WX & 2 op grond van hoogstens de N eerste
keuzen, welke (X voortbrengen (d.w.z. na de constructie van
een beginsegment (aq,85,...,8;) van O ) m(Q!) bepaald is.

det bewijs van deze Hoofdstelling zal in § 14 geleverd
worden volgens een asn de intuitionistische wiskunde eigen,
door Pror. L.E.J. Brouwer geschapen, methode van reflexie oD
de wijze, waarop het gegevene (hier speciaal het bewijs B )
bekend zou kuanen zin.

1%.3:  PBij deze reflexie op het bewijs B merken we op, dat een
bew.js steeds bestaan moet uilt een welgeordende soort van ele-
mentaire bewijs-sbappen.

Formeel gezien bestaat een bewijs namelijk slechts uit
eindig veel bewijsstappen. Onder deze kunnen echter volledige
inducties, sameavattingen van een aftelbare rij van te veren
geconstrueerde bewijselementen tot één bewijsstap, voorkomen,
en deme kunner op gecompliceerde wijze over elkander geschakeld
worden.

De opbouw van een bewjs gesehiedt dus geheel op dezelf-

de wyze als die van een welgeordende soort.

13.4: In (9.6) is asngetoond, dat ieder afgesloten interval
mel een finiete spreiding te overdekken is. Vit geeft de
moge lijkheid de Hoofdstelling te gebruiken om iets over een,
in een afzesloten interval volle, functie te bewijzen. Om de
gelijkmatige continuiteit van een dergelijke functie aan te
tonen, moeten we nog épmer];:en, dat, indien twee punten_ﬁﬁaen
X' uit het interval een afstand hebben kleiner dan 2
(de lenzgte van het intervalletje, dat twee opeenvolgende
/UW ~intervallen gemeen hebben), er steeds een Alz, -interval
aan te peven is, dat hen beide bevat. L
Voor x en x' zin dus {,{ 5n—intervalschakellngeﬂ te
vinden, welke in hun cerste n termen overeenstemmen (ook
andere schakelingen ziin mogelijk, wasrvoor dit niet h&t geval

is),
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13,5 Onder aanname van de in § 14 te bewijzen Hoofdstelling
is nu aan te tonen:

5t, ; TIedere, in een afgesloten interval I der reele metal-
rechte volle functie f(x) dis in I gelijkmatig continu
[L.&2.J. Brouwer, 1923; 1924 A].

Bewijs: f(x) is vol in I . Dus by iedere x € I moet
een resel mzetal y te bepalen zijn, zodat y = f(x) geldt.
fhaar ‘“iedere x € I ' Dbetekent niet alleen 'iledere

x € I, waarvan de intervalscihiakeling door een wet gegeven
is'', maar algemener ‘'iledere x € I , waarvan de interval-
schakeling door cen keuzérij gegeven is. We noemen in dat
algemene geval 7y Dbepaald door x , 1indien bij de gegeven x
en bij ieder natuurlijk getal k een interval ;n(k) vin de
intervalschakeling van y , met lengbe A < 27,

aan te geven is op grond van de constructie von de eerste
mk,x intervallen ult de schakeling van X .

1%3.65 Voor vaste k mnagz hierbij het natuurlﬁke getal mk,x
nog van x afhangen, maar het moet voor iedere x & I |

dus x € 2 , constructief te bepalen zijn. 2 1is een finiete

spreiding, op de toevoepging X o3 0 is dus, bij vaste

.
k , de Hoofdstelling toe te passen., o
Deze geeft dan een constructie van een natuurlijk getal
Nk s, zodat My g VOOT iedere x « I na hoogstens I
keuzen bepaald is. Bij iedere keuze is slechts een eindige
keuze vrijheid, omdat 4 finiet is. Ve verzameling van de
getallen mk,x voor x & 4 1s dus voor iedere gegeven Kk
eindigzg cn heeft dus cen %aximum Mk .
13.7¢ Hieruit volgt, dat voor iedere x € I (wat overecen-—
komt met voor iedere x & 2 ) de bijbehorende v = £f(x) ‘ot
op 2"k nauwkeurig te bepalen moct zin na aangifte van de
cerste Mk
Bij ieder punt x' & I | dat cen afstand tot x Thecft
Kleiner dan 2 0Mk—2 is nu volgens (13.3) een intervalschake-
ling te vinden, welke in de ecrste Mk intervallen met de
schakeling voor x overcensbemtb. Dewbﬁ x' behorende

(nu onafhankelik van x ) intervallen van x .

y' = £(x') 1ligt dus binnen hetzelfde interval An(k) als
v = f(x).
Dus bij icder natuurlik getal k 1is een Mk te bepalen,

zodat voor alle x en x' uit I geldt:
lx - x| < o= Me=2 5 | 2(x) - oz N 27F .

Jit betekent dus, dat de volle functie f£(x) in het
‘afgesloten interval I seliilmatie continu is.
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§ 14. Bewljs van de loofdstelling over

Finiete Spreidingen.

14.1: Dezc recds in § 13%.2 geformulezrde doofdstelling luidt:

Hoofdstelling over Finicte spreidingen [L.3.J. Brouwer, 1923;

— i

1524 A; 1924 B 19263 1954].

2l cegevens
een finiete spreiding 2 = 4 (§,T) ; .
cen constructieve toevoegingswﬁt K ,
wasrpvaa bewezen is, door een bewis B, dat zij aan ieder
cloment X = (ay,85,-++) van 2 cen natuurlifk getal m(x)
tocvoegt, dan 1s comstructief te bepalen:
o ~eon natuurlik getal N |, (afhankelijk ven
4 en ¥, maar niet van X ) zodanig, dat voor iedsre
X_€ _2 op zrond van hoogstens de N eerste keuzen, welke

§ A e e e

X_voortbrengen (d.w.z. na de bepaling van hoogstens N ter-
nen (al,az,. . .,aN) van X ) m(OL) _te berekenen is.

14,25 Oomerkingen:

1). De toevoegingswet T , welke aan oneindige, door
5 toegelaten rijen X = (aqs85,.- .) van natuurlijke getallen
oneindige rijen L = (Py,P5,..+) van mathematische entiteiten
tosvoest, is bij de Hoofdstelling van geen belang. We kunnen
‘imaers in plaats van de toevoeging M van natuurlijke getallen
n(J]) aan de clementen T van 3, ook direct de toevoe-
ging m(XY) wvan m aan de ﬂ voortbrengende rijen
O = ('al,az, ...) onderzoeken en deze laatste als de eigen-

lijke clementen van 2  beschouwen.

14.%: 2). Do Hoofdstelling berust essentieel op de onder-
stelling, dat de toecvoeging bk van m(Q() aan O construc-
tief bepaald is voor iedere X € 3 . Dit moet hier in die
zin onsevat worden, dat we ook een methode hebben om in een
cindig, on bij gegeven (X Dbekend, aanbtal bewerkingen m(O )
te bepalen voor een keuzeri X = (al,aa,ay...) ,  waarbij
we slochts weinig of geen intformatie hebben over de rij

als geheel, maar slechts weten, hoe we (bijvoorbeeld op grond
van de uitlomsten van cen ons verder onbekende rekenmmachine,
van dobbelspelen, door het aan cen bepaalde wiakundiga te
vragen, door zclf willekeurigze door 55'#0@@@}&:&&& keuzen te
dow1)  voor willikeurige ¢indige k @mﬁi‘—ﬁbagimmm&aﬁ

a = (ai,'. .s ,ak) van X  kunnen conatmsrani
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14.4:  Ar moct dus zeker voor iedere (X een getal £(00)
door M constructief bte bepalen zijn, zodanig, dat m(OL)
op grond van het eindige beginsegment van 0'¢

a = (al,az,...,af¢x>)
te bereken is.
Dat dit ook geldt voor die rijen X , welke door
ecen wet bepaald zijn, is op dezelfde wijze als in (8.3) aan te
tonen. Het bewijs van de continuiteit van een volle functie
in (8.3) komt trouwecns geheel overeen meb het hier gegeven
bewijs van het bestaan van de functie L(QL) . x
han iedere door S toegelaten voortzetting (X van
dit beginsegment
a = (al,. ..,af(&p
is nu zeker hetzelfde natuurlijke getal m(C&*> = m(X)
toeguevoegd. :
hndersom kan cchber aan iedere door S toegelaten
oneindige voortzetting (}£¥ van sen zekere beginsegment

a = (al,...ak)
*
ecen zelfde getal m(CL ) toegevoegd zijn, zonder dat uit de
formulering van de toevoegingswet It zelf direct volgt,
dat m( OCS recds bij gegeven beginsemnent
a = (al,...yak)

i * y
te berekenen is. In dat zeval kan dus nog F£(CX7) > k . zin.
5 Q

14.5: De Hoofdstelling bewcert, dat bl een finiete spreiding
3 ook een van (X onafhankelijke bovengrens N voor f£(O0)
te bepalen 1is.

Ben tegenvoorbeeld toont aan, dat dit voor sen wille-—
keurige spreiding 7 nict het geval behoeft te zijn.

4 =23 (8,T) . S bepaalt, dat voor iedere a; ieder
willekeurig natuurlijk getil gekozen mag worden.

™ -
m( aai
Na de kouze van ay 1is dus T = aq  bckend.
ay is c¢chter cen geheel willekeurig te kiegen na-

tuurlijk getal. den bovengrens N is dus zeker niet aan te
geven.

14.6: Je Hoofdstelling wordt bewezen als een corollarium
van de voor willekeurige spreidingen 4 en constructiesve
touvoegingen M van cen natuurlijk getal wm(CY) aan iedere
X € 2 geldende welordeningsstelling.
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- an de Zormulering hicrvan laten we enige opmerkingen
én definities voorafgaan.
14.7: Ve beschouwen hiertoe de verzameling JJ. van de elndiga
beginsegmenten

a = (al,...,ak)

zowel van door S toegelaten, als van door S niet toegelaten
keuzerijen.

Van leder element a van AL is het nu bij gegeven toe-
voegingswet M uit te maken, in wélke van de vier volgende

disjuncte ueclsoorten‘}i 1 &12,k&5 of }1,4_ van P& dit ele—
ment pelegen 1s.

Hierbij is
o 5 de soort van alle beginseguenten a = (ay,..s, al) uit @J
s Wadrvoors:

19:  iedere keusze a; 5 voor 1= 1y0e.,k , door B8

toegelaten is;

2%  het getal m(CAL) voor willekeurige oneindipe voort-
zettingen (X van a , wanneer de eerste k ge-
tallen a; gegeven zijn, op grond van de formule-
ring van M te berekenen is, zodat dus f(£X) < k
geldt S

3°s  voor geen eigenlik beginstuk a¥ van a 2° geldt,
zodat nu ook f{x) = k geldt.

de soort van alle beginsegmenten a = (al,...,gk) uit &l

s WaILIvoor:

¢4

o

il

1%: alle keuzen a; voor 1 = ly.00,k=1 door 5

tosmelaten wordens

iy

%:  de keuze 2y door S niet toegelaten wordt;
3%; zeen beginstuk a* van a tot &A 1
behoort. .
&3 = de socort van alle beginsegmenten i = (al,a..,ak) ;ZZ &1

y Wwaarvoor een eigenliik beginstuk, a
I <Xk, tot fdy of ido behoort. |
%i4 = de scort van alle begLasegmenten a = (al""’ak> uib %L

,  wellle noch in 3v11 , noch in &J_z , noch in }l 3
bevat zijn.

(al,...,al)

}~l4 bestast dus uit alle door O toegestane begin-

segmenten a , waarvoor m((X) nog niet voor alle voortzet-
tingen (X van a op grond van de methode M bij gegeven &

berekend kan wonden.
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14.8: fen deelsoort }Jhx van AL  kan zeker, evenals

zelf, lexicomraphisch\(d,w.z, naar de eerste verschillen,
zodat (1, 2, 15, 3, 8) voor (1, 2, 15, 3, 8, 2) en dit

voor (1, 2, 15, 3, 9) kombt) geordend worden. Deze lexico-

graphische ordening impliceert de mogelﬁkheid van een

lexdcographische afbrask van 51; , d.Ww.2. een voorstelling

van é}_x als de vereniging van een eindige of aftelbare rij
van deelsoorten (nl. van de déelsoorten,welke bestaan uit
die elementen, waarvan de cerste coordinaat het getal 1 ,
resp. het getal 2, het getal 3, ... 1is), een dergelijke
voorstelling van deze deelsoorten, enz.

Bij een willekeurige deelsoort é,Lx van 3UL is het
in het algzemeen niet waar, dat deze lexicographische afbraak
ergens bseindigd wordt, d.w.z. dat we in een eindig aantal
stavwpen tot slechts uit één element bestaande beginsoorten
komen.

14.9: We noemen een deelsoort 1,X van L nu lexicogra-
. PorrwietideAvordiudini 45 T

phisch welgeordend,indien met deze lexicographische afbraak

van @LX een opbouw ven fA¥ als een welgeordende soort

correspondeert, en formuleren als volgt de

nWelordeninzsstelling s
Voor iederc spreiding 4 = 2 (8. T) en voor iedere

- toevoegingswet M | welke aan iedere (X _ uit 3 op

congtructieve wiize een natuurlik getal m(C&l toevoegt, 1is

A e, a0

&Jl v jdo }ggicpgpaphisch Welgeordepd.

14.10: Om nog eens duidelijk te doen zien, hoe de geldigheid
van de welordeningsstelling, zowel als van de Hoofdstelling,
afhangt van wat intuitionistisch verstaan wordt onder een
constructieve boevoeging van een natuurlik getal m(CX) aan
iedere willekeurige X &€ &, geven we hier een voorbeeld
van cen spreiding 2 en bijbehorende toevoegingswet M |
welke gigg voor iedere (X € & een constructieve bepaling

van m(®X) toelaat. Voor de in dit voorbeeld beschouwde
combinatie 2, geldt dan ook noch de Hoofdstelling, noch
de welordeningsstelling. R

14.11s Zij 2 de spreiding van alle oneindige keuzereeksen
(!, besbaande ult getallen O en 1 ;

7ij wm(CY) = 0, dindien in O alleen getallen O
voorkomen,
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n(X ) =1, indien in ¥ minstens een getal 1
voorkomt. ,
Taor Ao lras chdeIchie O-\’ =5 N -
Voor de keuzerceks .= 2 Dbepaald door: a; =0,
zolang oader de serste 1 decimalen van Tl geen zeven opeen-—
volgende 7's vooriomen.

a; =1,
indien dit wel het geval is, is geen constructieve methode
bekend om m(C¥ ) +te bepalen.
De heginsegmenten a<“> bestaande uit k getallen O
en é?n petal 1 dearopvolgend, behoren alle tot (U;1 N

~. (X . . . o .
fOO0T7) dis dus k+l voor iedere willekeurige voortzetting

1 e .
.-"_'__./_(Arb_ van a(”L> . E(X) heeft dus geen bovengrens N .

vaze zelfde beginsegmenten a k vormen een oneindige,

slaondoe eYs bl I3 L N D ™
dalende deelry van @al, , dus ook van M.lu (le e soort
(ul U {'LA?_ is dus nict lexicographisch welgeordend.

14.12¢ Bewnjs van de Welordeningsstelling.
SeWs hell

Gegoven is dus, dat er cen toevoegingswet M Dbestaat,
welke ons in staat stelt by iedere (X uit 2 een natuurlik
getal wm(X) te bepalen. Hieruit volgt (14.3 en 14,4), dat
bi ieder ©U € 3 ook een natuurlijk getal £(X) te constru-
ceren is, zodanig, dat m(CGL) op grond van de toevoegingswet
M te¢ berekenen is, recds wanneer van C{ nog slechts het
boginsegment  (ag,a5, .- ’af(o‘i)) bekend is.

14,132 ket behulp van de definities uit (14.7) kan dit gege-
ven ook geformulecrd worden als:

I : Tedere ! wuit 3 bezit een beginsegment, dat in
Q'«J.l ligt. We willen nu in de eerste plaats dit gegeven zien
als .ccn eigenschap van beginsegmenten van de keuzerijen X
uit 2 , dus ven de elementen van &4 , en formuleren het
daarom als:

IT ¢ Icdere door S toegelaten oneindige voortzetting van

cen door S toegelaten element a van ZA bevat een begin-
segnent o € él , dat in Hl ligt.

14,145 TIn de tweede plaats willen we nogmaals de formulering
van het gegoven veranderen, nu om te maken, dat het luidt als
cen eigenschap, niet alleen van door S ‘oegelaten keuzerijen,
masr van alle keuzerijen. : ;
Hiertoe maken we er gebruik van, dat een door & niet
toegelaten keuzerij zeker een beginsegment in (U~2 bezit.
De formulering, welke we uit II willen afleiden luidt:

nu: . :
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III: Iedere oncindige voorbtzetting (X van cen begin-
segment a ult &L bevat cen beginsegment a*¥E o <U»1U}J*2
Daar we Dbij een gegoven (O niet steeds kunnen be-
slissen, of C{ door S toegelaten is of niet, is een
nadere overweging nodig om te bewijzen, dat IIT inderdaad
uit II wvolgt.

14,15; Hiertoe merken we ten cerste op, dat het wél bij een
gegeven beginsegment a € é}, beslisbaar is, of a & L, ,
2 & (X,L,, , a il , danwel ae AL, 1s. Indien
a € éJ.ltJ,Li y&éi. is, is het bewiis van IIL trivieal.
We kunncn dus onderstellen, dat a = (al,az,...,an)
cen element van AJ-4< en dus door S toegelaten is. :
s ;o (- : . s 71 ] -
/_JJ.J nu O\ = \&19&2.’- o v @ ,an, an_}'j_,ﬂl}_}_g, o o -) Acll \]fll
lekeurige, oneindige voortzetting (door S al of niet toe-
gelaten) van a . Dan beschouwen we neast (X een tweede
door S =zeker toegelaten, voortzetting

]

XK =

(@ e o o ’;’1 ! f o o @
(ay,05; 180180010 & np2o )
van a , welke volcdoet aan de volgende elss

108y 0s e 9By g door i toe-

v —_ ] 1
= a_ . indien
a a R die i

n+i n+i
zelaten worden.
Zen dergelijke door £ toegelaten OLF 1s, omdat
S na m toegelaten keuzen (319a29°°“vam> steeds ecen keuze
van e, uit een niet lege soort toelaat (9.3), zeker stap
voor stap te construeren.
| Op X' kunnen we nu II “Toepassen. Dit gegeven

levert ons dus cen beginsegment .
2

e
a <q~j-9too’Ln n_{lgoon, Yl--f>
van X' , dat in i.? ligt.

N ) - 38 a 1?'“,17, £ oo s g 2
u kunnen we bu lissen, of de keuzen R 12

nlle door S ‘toegelaten wonden. Indien dit het geval is,

is ook - x
a j:)- ((Aig..o,an,un_{lpaaasan_*f): a E’M’l B
Indien ditv niet het geval is, is er een j é f te
i S ‘ * o b u\. * o o j_ . v
rinden, zodat (al, , Nt , H+J) c ly is oor
iedere willekeurige voortzettlng X van a 1is dus een
beginsegnent a*¥ ¥ te vinden, zodat
' H + ¥
b — i ¥ ¢ - .
B v e B

14.16: Hen beginsegment a E.fj. wanrvoor ILIT geldt,

- noemen we verzekerbaar.
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Het gepeven van de welordeningsstelling bevat dus, met

de formulering van ds toevoegingswet M , een bewijs B, dat

ieder element a & (L verzekerbaar isy en, gespecialiseerd,
{ ‘

daarmee bij iedcre gegeven 2 € (L,L , een bewijs Ba , waaruit

volgt, dat a verzekerbaar is.

14,172 De hoofdgedachte van het bewijs van de welordenings-
stelling is nu bevat in de volgende reflexie op de wijze, waar-
op dit bewijs Ba gegeven zou kunnen zin. |

leder bewijs bestaat (13.3) uit een welgeordende soort
ven door de intuitic onmiddellijk gerechtvaardigde bewijsstappen.

det bewijs B, zal ons (B 1) van zekere elementen
van M onmiddellijk mocten doen 1nzlen, dat deze verzekerbaar
zin, en kon dan verder <Ba, delen bevatten, die de verze-
kerbaarheid van zckere elementen van . (en uiteindelijk van
a2 ) afleiden uit de verzekerbaarheid van andere elemente van .

M

14.18; De enige clementen x € (LJL , waarvoor onmiddellijk
<Ba 1) de¢ verzekerbaarheid in te zien is, zijn de elementen

van {h gk, zelf.

De bewijsdelen B, 5 zullen moeten berusten op de
. s ] hatt : X a 3 3
relatics a 1is een voortzetting van a en a 1s een
beginstuk van a¥* # , welke voor de clementen van (A gede-

finicerd zijn. Z1j zullen daarom steeds ontbonden kumnen worden
in elementaire bewijsstappen van de volgende twee vormen:

1% O ~conclusie:s ¥ = (Fqsee .,yg) is verzekerbaar;
dus is icderc onmiddellijke voortzetting X = (yl,...,yg,xml)
van y ook verzekerbaar.

2% 7@_-concl.usie:, voor iedere keuze van Xg 4 is
de onmiddellijke voortzetting x = (yl,...,yg,xg+l) von ¥y
verzekerbaar; dus is y_ verzekerbaar.

14.19: Om nu aan te tonen, dat 2._,[ 1 ZJ*Z lexicographisch
welgeordend is, laten we eerst zien, dat het M LU o—gevolg
van a , d.w.z. die deelsoort van Lil &5 die bestaat
uit die ele: menten, welke het willekeurig gekozen element
a €L . tot beginsegment hebben, deze eigenschap heeft.
Indien dit laatste het geval is, zeggen we korter, dat a__de
welordeningseigenschap hesft, of dat W(a) geldb.

De ultgangselemuntun van B, , d.w.z, de ¢lementen x
van éi , waarvan in B 1 omm.lddelluk d@ Wm@karh&whai&

werd geconstateerd, waren blemanten van éJﬁ 1MM2 ; @@lf .




HHervoor zeldt zeker W (x) . Het b} LY }Lgugevolg van x
bestaat inmers alleen uit x zelf en is dus trivialiter
lexicographisch welgeordend.

Om nu ook W (a) te bewizen, passen we een inductie

lans de opbouw van 3B, 5 als welpeordende soort toe.

Bag

14,20: Hiertoe beschouwen wij een bewijsdeel wa , dat
optreedt in de opbouw wvan Ba o uit zijn elementaire bewljs-
stappen. ]ﬁﬁ leidt dan uit ée verzekerbaarheld van zekere
elementen X € M (de beginelementen van L ') de verzeker-

baarheid van andere ,y & li (de gindelementen van ") at.

;
~

e definierens .
[Het bewijsdel 17 heeft de behoudseimenschap ] = [indien alle
beginelementen x van Iﬁ de welordeningseigenschap hebben,
hebben alle eindelementen y wvan 1 deze eigenschap ook ].

14.21: Ye zien in, dat iedere afzonderlike X - en ﬁ% -
conclusie de behoudseigenschap heeft.
Viat de ﬁ§~conclusie betreft, mogen we aannemen,

. N ,
dat voor iedere keuze van Xg+1 de &J»ng }1_2 gevolgen van
het beginsegment - x = (yl,..,,yg,xo+1) lexicographisch wel-
" . . w b
geordend sijn.’ Hot [Ay U L p-8evolg van ¥ = (yl,...,yg)
is hun lexicographisch geordende vereniging en dus ook lexi-
cographisch welgeordend.
Wat de O -conclusie betreft, mogen we aannemen,
da? het g“alkjéuL o-gevolg van y = (yl,...,yg) lexicogra-
phisch welgeordend is. IHet 1s de lexicographisch geordende
vereniging van de oneindige of eindige rij }J_lkg }1 2~gevolgen
van de elementen x = (yl"‘°’yg’xg+1) voor alle keuzen van
Xouy - Deze laatsten moeten dus alle lexicographisch wel-
g :
seordend zijn.

14.22: De inductie langs de opbouw van het bewijs Ba 5
berust nu op de volgende, uit de definitie van de beﬁéhds—
elgenschap onmidde lik voortvloeiende, opmerkingen:

Indien de bewijsdelen Iﬁ; en ]Tﬁ 5 beide de
behoud seigenschap hebben, heeft ook hun geordende vereniging,
de behoudseigenschap.

b amat]

Indien de bewjsdelen 1 s veor ieder natuurlijk
getal 1 de behoudseigenschap hebben, heeft ook het bewijs—-
deel iIﬂ » dat uit de vercniging van de zeordende rij der
bewijsdelen }Tji bestaat, de behoudseigenschap.

Het bewijs Ba 5 is echter als een welgeordende soort

. 9
door toepassing van bovenstaande twes opbouwwprincipes uit



L - en .FD —-conclusies opgebouwd. Dus heeft ook Ba 5 in
zijn geheel de behoudseigenschap.

14.2%: De beginelementben van Ba 5 Waren echter de elementen,

waarvan door Ba,l onuniddellijk aé verzekerbaarheid werd inge-
zien. Maar dit waren de elementen van 1 5 zelf en
deze bezaten de welordeningseigenschap (14.18, 14.19).

dieruit en uit de conclusie van (14.22) volgt, dat
het eindelement a van Ba > de welordeningseigenschap heeft.

Dit bewijs is nu te ﬁerhalen voor ieder element a van
5** , dus zeler voor de slechts uit &én keuzegetal bestaande
rijen (al) voor willekeurige ay .

De gehele soort él 1k187i > is echter als lexicogra-
phisch geordende vereniging van de‘él.li},12~gevolgen van

deze één~keuze-clementen (al) te schrijven en is dus zelf

lexicographisch welgeordend. g.e.d.

14.24s  Om nu de Hoofdstelling over Finiete dpreidingen als
corollarium van de Welordeningsstelling te bewﬁzen,.mogen we
als nicuw gegeven‘éannemen, dat de spreiding 3 finiet is.
Uit het resultaat, dat de soort 5},1\J A 5 ngico-
graphisch welgeordend is, kunnen we concluderen, dat ook de
soort 64_1 lexicographisch welgeordend is. Immers aan de
lexicogTaphische afbrask van &j’lL)é°L , beantwoordde een
welgeordende opbouw. De 1exicographische'afbraak“wﬁléj,l
ontstaat uit die van é}leJ &).2 door schrapping van zekare
b deze lastste afbrasak optredende soorten. Ook aan de lexi-
cographische afbraak van }1.1 beantwoordt dus een welgeor-

dende opbouw,

14,255 dleszene het finiet zin van 2 geschiedt de lexico-
eravhiscie afbrack van bk'l door op iedere trap een soort
in cen eindis nantal soorten to verdelen. De welgeordende op-
bouw zeschiedt dus door op iedere trap de vereniging van een
¢indig acantal velsgcecordende soorten te nemen.
Aan iederc dergelijke, in de welgeordende opbouw van
A 1 voorkomznde wel seordende soort Ty is nu een natuu;lﬁk
zetal s(¥)) toe te kenanen. We doen dit door aen de beginsoor-
ten, dic uit é&n element bestaan, het getal 1, en aan cen soort
N, dic als geordende vereniging van de soorten T 1,722,...;ﬁg
wordt voortgebracht, het zetal s(M) =1 +i§%%2,.,"n{8(Yli)]
toe te kennen.
Hot getal S(£)l> is dan tevens de lengte van het.
langste beginsegnent a €41, dab in JAq bevat is. lUet dit
getal s(§h) is dus het gezochte getal N geconstruscerd.
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